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SUR LES ESPACES MESURE´S SINGULIERS
I - E´tude me´trique-mesure´e1
Mikae¨l Pichot
Novembre 2004
—
Abstract
Recall Jones-Schmidt theorem that an ergodic measured equivalence relation
is strongly ergodic if and only if it has no nontrivial amenable quotient. We
give two new characterizations of strong ergodicity, in terms of metric-measured
spaces. The first one identifies strong ergodicity with the concentration property
as defined, in this (foliation) setting, by Gromov [22]. The second one character-
ize the existence of nontrivial amenable quotients in terms of “Følner sequences”
in graphings naturally associated to (the leaf space of) the equivalence relation.
We also present a formalization of the concept of quasi-periodicity, based on
(noncommutative) measure theory. The “singular measured spaces” appearing
in the title refer to the leaf spaces of measured equivalence relations.
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1. Introduction
L’importance fondamentale des structures transverses de feuilletages a e´te´ mise en
avant au milieu des anne´es 1950 par les travaux d’Andre´ Haefliger ([23] par exemple,
voir l’expose´ historique [24]). Ces structures, de´finies sur les varie´te´s transverses et in-
variantes par holonomie, refle`tent des proprie´te´s de l’espace des feuilles du feuilletage
conside´re´.
Il est bien connu que l’espace des feuilles en lui-meˆme est, le plus souvent, « sin-
gulier ». Ainsi en est-il des exemples les plus simples, dont les feuilletages line´aires
du tore R2/Z2 de dimension 2, par droites de pente irrationnelle (feuilletages de Kro-
necker). Ne´anmoins, une analyse non triviale de ces espaces reste possible. Elle a e´te´
initie´e a` la fin des anne´es 1970 par A. Connes dans [7]. De fac¸on ge´ne´rale, le concept
d’espace singulier traduit l’existence sur de nombreux espaces quotients a priori non
standard, en particulier sur l’espace des feuilles d’un feuilletage ou d’une lamination,
de structures canoniques non triviales et intrinse`ques. Ces structures, de meˆme que
pour les espaces classiques, peuvent eˆtre de natures diverses, e.g. mesure´e, topologique,
diffe´rentielle, me´trique.
Cette e´tude concerne la the´orie de la mesure des espaces singuliers. Elle est divise´e
en deux parties. La premie`re partie (le pre´sent article) traite de la notion d’ergodicite´
forte, en relation avec les structures me´triques-mesure´es naturellement associe´es aux
espaces singuliers. La seconde partie [37] traite de la proprie´te´ T de Kazhdan pour les
espaces mesure´s singuliers.
—
Les relations d’e´quivalence interviennent par nature meˆme dans l’e´tude des espaces
quotients. Elles en constituent, par de´finition, des de´singularisations. De´singulariser un
espace singulier en un espace usuel a pour avantage imme´diat d’en permettre l’e´tude
a` l’aide d’outils mathe´matiques standard. D’une certaine mesure, ce point de vue rap-
proche les espaces singuliers des varie´te´s : une de´singularisation est l’analogue d’une
carte en ge´ome´trie diffe´rentielle, son roˆle est de (sur)parame´trer convenablement l’es-
pace quotient. Une structure singulie`re sur un ensemble consiste, ainsi, en la donne´e
d’un « syste`me de de´singularisations compatibles » de cet ensemble. La the´orie de
la mesure des espaces singuliers repose alors sur la notion de relation d’e´quivalence
mesure´e, fonde´e dans [14].
Soit X un espace bore´lien standard. Une relation d’e´quivalence a` classes de´nom-
brables sur X est bore´lienne si son graphe R ⊂ X × X est re´union d’une famille
de´nombrable d’isomorphismes partiels bore´liens de X. Lorsque X est muni d’une
mesure de probabilite´ sans atome µ et que ces isomorphismes partiels pre´servent la
classe de µ, on dit que R est une relation d’e´quivalence mesure´e (cf. §2.). Par exem-
ple, une action α d’un groupe de´nombrable par automorphismes bore´liens de (X,µ)
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de´finit une relation d’e´quivalence bore´lienne sur X (la partition en orbites), et cette
relation est mesure´e si µ est quasi-invariante par α. Plusieurs travaux importants de
diffe´rents auteurs, notamment Adams, Furman, Gaboriau, Hjorth, Kechris, Monod,
Popa, Shalom, ont re´cemment contribue´ a` un de´veloppement significatif de la the´orie.
Deux relations d’e´quivalence mesure´es R1 sur (X1, µ1) et R2 sur (X2, µ2) de´singu-
larisent un meˆme espace mesure´ singulier si et seulement si elles sont stablement iso-
morphes, au sens ou` il existe un isomorphisme bore´lien non singulier ρ : X ′1 → X
′
2 entre
deux parties bore´liennes non ne´gligeables X ′1 ⊂ X1 et X
′
2 ⊂ X2 tel que x ∼R1 y ⇐⇒
ρ(x) ∼R2 ρ(y) pour x, y ∈ X
′
1.
Nous dirons d’une proprie´te´ de relation d’e´quivalence mesure´e, invariante par iso-
morphisme stable, qu’elle est une proprie´te´ de l’espace mesure´ singulier des orbites de
cette relation.
L’ergodicite´ et l’ergodicite´ forte sont des proprie´te´s d’espaces mesure´s singuliers.
L’ergodicite´ est une notion dynamique classique. Une relation d’e´quivalence mesure´e
sur X est ergodique si tout bore´lien sature´ est ne´gligeable ou de comple´mentaire
ne´gligeable, i.e. si X ne contient pas de bore´liens invariants non triviaux. L’ergod-
icite´ forte, e´galement de nature dynamique, a e´te´ introduite par Connes-Weiss [12] et
Schmidt [41]. Une action bore´lienne α d’un groupe de´nombrable Γ quasi-pre´servant
une mesure de probabilite´ µ sur X est fortement ergodique si elle ne posse`de pas de
parties bore´liennes asymptotiquement invariantes non triviales. Rappelons que, suivant
[11, 41, 12, 42], une suite An ⊂ X de parties bore´liennes est dite asymptotiquement
invariante sous l’action α si
µ(α(γ)An∆An)→n 0
pour tout γ ∈ Γ, et qu’elle est dite non triviale s’il existe δ > 0 tel que
δ 6 µ(An) 6 1− δ.
On ve´rifie que l’existence de suites asymptotiquement invariantes non triviales ne
de´pend effectivement que de l’espace singulier des orbites de l’action α.
La notion d’ergodicite´ forte a permis a` Connes-Weiss [12] de caracte´riser les groupes
de Kazhdan de´nombrables par leurs actions ergodiques pre´servant une mesure de prob-
abilite´ (que l’on appellera ergodique de type II1). Schmidt [42] et Losert-Rindler [32]
ont ensuite caracte´rise´ les groupes moyennables, dans le meˆme esprit. Les re´sultats sont
les suivants :
1. K. Schmidt [41] a observe´ que toute action ergodique de type II1 d’un groupe de
Kazhdan est fortement ergodique.
2. Un groupe qui posse`de pas la proprie´te´ T posse`de au moins une action ergodique
de type II1 non fortement ergodique [12].
3. Un groupe est moyennable si et seulement s’il ne posse`de pas d’action ergodique
de type II1 qui soit fortement ergodique [32, 42].
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Citons e´galement un the´ore`me particulie`rement remarquable, le the´ore`me de Jones-
Schmidt, montrant qu’une relation d’e´quivalence mesure´e (a` classes de´nombrables) er-
godique est fortement ergodique si et seulement si elle ne posse`de pas de quotient
moyennable non trivial (cf. [28]).
L’article re´cent G. Hjorth et A. Kechris [26, App. 1] contient une pre´sentation
de´taille´e de la notion d’ergodicite´ forte pour les relations d’e´quivalence mesure´es.
—
Avant d’e´noncer nos re´sultats, de´crivons la nature des structures me´triques-mesure´es
associe´es aux espaces singuliers.
Au niveau intuitif, la situation est la suivante. Conside´rons un complexe simpli-
cial Y , au sens usuel du terme, non compact, mais satisfaisant a` certaines proprie´te´s
de quasi-pe´riodicite´. On peut alors le´gitimement espe´rer associer, a` chaque partie
bore´lienne quasi-pe´riodique de Y , un nombre re´el positif repre´sentant le covolume de
cette partie, de valeur proportionelle a` sa « densite´ » dans Y . Dans le cas pe´riodique,
i.e. lorsque Y est muni d’une action cocompacte d’un groupe discret, la donne´e d’une
mesure sur l’espace quotient de´termine une telle densite´. La co-existence d’un covol-
ume et d’une me´trique (de la me´trique simpliciale par exemple) de´finit alors sur Y une
structure d’espace me´trique-mesure´. De fac¸on similaire, les espaces me´triques-mesure´s
associe´s aux espaces singuliers sont des espaces me´triques quasi-pe´riodiques, munis
d’un covolume.
Soit M une varie´te´ et F un feuilletage minimal sur M (i.e. toutes les feuilles sont
denses). Il est relativement clair que la fonction indicatrice d’un voisinage ouvert d’un
point de M est, en restriction a` chaque feuille de F , une fonction « quasi-pe´riodique »
de´finie sur cette feuille. Si F est ergodique, la meˆme observation est valable, non seule-
ment pour les voisinages ouverts, mais aussi pour la fonction indicatrice de toute partie
bore´lienne non ne´gligeable ; celle-ci de´finit une fonction quasi-pe´riodique en restriction
a` une feuille ge´ne´rique de F . Ces observations sont bien connues. Elles peuvent eˆtre
illustre´es plus pre´cise´ment, par exemple, par les the´ore`mes de Ghys [20] et Cantwell-
Conlon [4] sur la topologie des feuilles d’une feuilletage de dimension 2. Il est e´galement
inte´ressant de noter, re´ciproquement, qu’un espace me´trique posse´dant certaines pro-
prie´te´s de quasi-pe´riodicite´ peut parfois eˆtre plonge´ dans une lamination minimale, ou
ergodique, de fac¸on interessante ; pour un exemple concret d’une telle construction,
nous renvoyons le lecteur a` l’e´tude des quasi-cristaux telle qu’expose´e dans [3] par
exemple.
Le point de vue que nous adoptons dans cet article est de conside´rer que chaque
espace singulier, par exemple l’espace Q = M/F des feuilles de F , est un concept
(une notion) de quasi-pe´riodicite´ — nous nous inte´ressons uniquement ici aux aspects
mesure´s du concept de quasi-pe´riodicite´ et de sa formalisation (i.e. au cas ergodique).
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Conside´rons l’exemple le plus simple, celui des graphes quasi-pe´riodiques associe´s a`
un espace mesure´ singulier Q (que l’on appellera graphes Q-pe´riodiques) :
•) Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur (X,µ). Soit K ⊂ R une partie
bore´lienne syme´trique de R. On dit que K est un graphage de R si pour tous points
e´quivalents x, y ∈ X, il existe un nombre fini x0 = x, x1, . . . , xn = y de points de X
tels que (xi, xi+1) ∈ K. En suspendant K au-dessus de X, i.e. en attachant pour tout
(x, y) ∈ K une areˆte ≃ [0, 1] entre x et y, on obtient alors une « lamination » ΣK
dont les feuilles sont des graphes, et dont X est une transversale totale. Soulignons que
les orbites de R sont connexes dans ΣK . Connes, Feldman, et Weiss [10] ont pour la
premie`re fois conside´re´ les parties bore´liennes K ⊂ R comme des familles mesurables
de graphes sur les orbites de R ; la notion de graphage au sens pre´sente´ ici (i.e. lorsque
les orbites sont connexes) a e´te´ introduite par Levitt (cf. [17]). (voir §2.)
•) A` une relation d’e´quivalence mesure´e R sur X et un graphage K de R, on
associe le graphe quasi-pe´riodique Σ˜K dont, par de´finition, les sommets sont les points
de R ⊂ X × X, et les areˆtes sont les couples ((x, y), (x, z)) de points de R tels que
(y, z) ∈ K. Soit Q un espace singulier. On dit que Σ˜K est un graphe Q-pe´riodique
lorsque Q est l’espace de ses feuilles (i.e. Q = X/R).
La relation entre Σ˜K et ΣK est simple : ΣK est le quotient du graphe quasi-
pe´riodique Σ˜K par la relation de quasi-pe´riodicite´ (ΣK = Σ˜K/R). Ces de´finitions
s’e´tendent bien suˆr en dimension supe´rieure. Les complexes simpliciaux Q-pe´riodiques
ont e´te´ introduits par D. Gaboriau dans [18] sous le nom de R-complexe simplicial
(cf. §4.). Plus ge´ne´ralement, de nombreuses cate´gories d’espaces me´triques se´parables
contiennent de fac¸on naturelle des espaces quasi-pe´riodiques en un sens analogue (en
particulier les varie´te´s riemanniennes).
La structure me´trique-mesure´e sur ΣK est par de´finition donne´e par la me´trique
simpliciale d sur chaque feuille et par la mesure transverse µ de´finie sur les bore´liens
de X. Cette structure se reve`le a` Σ˜K qui est l’exemple fondamental d’espace me´trique-
mesure´ quasi-pe´riodique associe´ a` Q. Le support du covolume ainsi de´fini sur Σ˜K est
constitue´ de bore´liens quasi-pe´riodiques (de sommets, i.e. inclus dans R).
Notons que la me´trique simpliciale sur Σ˜K peut prendre la valeur +∞ (deux points
sont a` distance infinie si et seulement s’ils ne sont pas sur une meˆme feuille) : les
complexes simpliciaux quasi-pe´riodiques associe´s aux espaces mesure´s singuliers sont
des espaces me´triques-mesure´s au sens ou` l’a de´fini M. Gromov dans [22] (dans le cadre
des feuilletages, ou` la me´trique est longitudinale et la mesure, la mesure de Lebesgue
sur la varie´te´).
Ce paragraphe peut eˆtre re´sume´ par les diagrammes suivants.
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Σ˜ Σ˜
Σ = Σ˜/Γ
-
Σ = Σ˜/R
-
Q = {⋆}
?
p
ﬀ
Q
?
p
ﬀ
Sur le digramme de gauche, Σ˜ est un complexe simplicial usuel muni d’une action libre
cocompacte de d’un groupe discret Γ. Il s’agit du cas pe´riodique. Sur le diagramme de
droite Σ˜ est un complexe simplicial quasi-pe´riodique au sens ci-dessus muni d’une action
libre d’une relation d’e´quivalence R. Il s’agit du cas quasi-pe´riodique. L’hypothe`se de
cocompacite´ est remplace´e dans le cas quasi-pe´riodique par la de´finition suivante.
De´finition. On dit qu’un complexe simplicial Q-pe´riodique est uniforme´ment lo-
calement fini (u.l.f.) si le nombre de simplexes attache´s en chacun de ses sommets est
uniforme´ment fini.
—
L’e´tude des espaces me´triques-mesure´s est en premier lieu concerne´e par la question
de la concentration de la mesure. Notre premier re´sultat e´tablit un lien direct entre
ergodicite´ forte et concentration.
La plus simple des notions de quasi-pe´riodicite´ (non pe´riodique) obtenue a` l’aide
des espaces mesure´s singuliers est l’hyperfinitude. Conside´rons par exemple une droite
quasi-pe´riodique Σ, i.e. Σ = ΣK est associe´ au graphe K ⊂ X×X d’un automorphisme
partiel ϕ de (X,µ) agissant essentiellement librement (automorphisme ape´riodique) en
pre´servant la mesure µ. L’espace singulier Q = X/〈ϕ〉 est hyperfini (ce qui signifie que
la relation d’e´quivalence Rϕ des orbites de ϕ est re´union croissante de sous-relations a`
orbites finies). On peut alors ve´rifier la proprie´te´ suivante. E´tant donne´s un nombre fini
de parties bore´liennes quasi-pe´riodiques de Σ de covolume suffisament petit, on peut
e´carter (pour la me´trique simpliciale) chacune de ces parties les unes des autres sans
toutefois en modifier les covolumes respectifs. En effet, le lemme de Rokhlin montre
qu’il existe pour tout n une famille finie Ω1, . . .Ωn de bore´liens disjoints de X tels que
ϕ(Ωi) = Ωi+1 et µ(X\ ∐ Ωi) 6 εn ou` εn →n 0. Il est alors e´le´mentaire de construire
deux (ou plusieurs) suites (An) et (Bn) de mesure (convergeant vers) 1/4 (ou c > 0
assez petit), forme´es de re´unions de certaines des parties Ωi, et telles que la distance
entre An et Bn converge vers +∞.
6
De´finition ([22]). On dit qu’un espace me´trique-mesure´ (Σ, d, µ) est concentre´
s’il existe une fonction c :]0, 1]2 → R+, telle que pour tous bore´liens non ne´gligeables
A,B ⊂ Σ, on a
d(A,B) 6 c(µ(A), µ(B)).
Nous dirons d’une proprie´te´ d’espace singulier ergodique qu’elle est un parame`tre de
quasi-pe´riodicite´. Le re´sultat qui suit (cf. §6.) montre que la concentration des graphes
Q-pe´riodiques un parame`tre de quasi-pe´riodicite´ (l’hypothe`se « de type fini » figurant
dans ce the´ore`me est comparable a` celle utilise´e en the´orie des groupes et refle`te l’ex-
istence de suffisamment de complexes simpliciaux Q-pe´riodiques u.l.f.).
The´ore`me 1. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Les conditions
suivantes sont e´quivalentes,
i. Il existe un graphe Q-pe´riodique u.l.f. concentre´,
ii. Tout graphe Q-pe´riodique u.l.f. est concentre´.
On dira dans ce cas que l’espace singulier Q est concentre´.
Observation. Ce the´ore`me s’e´tend a` d’autres espaces me´triques se´parables que les
graphes. Rappelons que la structure me´trique-mesure´e conside´re´e pour les graphes est
donne´e par le couple (distance simpliciale, covolume) ; le support du covolume est de
dimension 0 au sens ou` il ne´glige les bore´liens (non quasi-pe´riodiques ou) non porte´s
par les sommets. Il est ne´anmoins clair que, si ces graphes sont concentre´s, alors les
complexes simpliciaux Q-pe´riodiques u.l.f., munis par exemple d’un covolume porte´ sur
les simplexes de dimension i, sont e´galement concentre´s ; il en re´sulte aussi, en adaptant
les techniques de triangulation des varie´te´s au cas quasi-pe´riodique (cf. [25]), que les
varie´te´s Q-pe´riodiques sont e´galement concentre´es, ou` l’on remplace l’hypothe`se u.l.f.
par l’hypothe`se « a` ge´ome´trie borne´e ». (cf [38])
Nous montrons au paragraphe 6. le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2. Un espace singulier ergodique de type fini est concentre´ si et seule-
ment s’il est fortement ergodique.
Le point de vue de la concentration de la mesure pour les relations d’e´quivalence, et
notamment une version quantitative de la proprie´te´ de concentration des espaces quasi-
pe´riodiques associe´s a` un espace singulier, sont susceptibles de donner de nouveaux in-
variants pour les relations fortement ergodiques. Rappelons que, dans le cas pe´riodique,
la proprie´te´ de concentration est un phe´nome`ne trivial au niveau qualitatif (tous les
espaces sont concentre´s car compacts), mais que des phe´nome`nes remarquables appa-
raissent au niveau quantitatif (e.g. concentration normal ou exponentielle). Il semble
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donc inte´ressant de mener une « syste´matique » de la concentration pour les relations
d’e´quivalence mesure´es. Cette e´tude est en projet.
—
La classification des relations d’e´quivalence moyennables (mesure´es a` classes de´nom-
brables) a e´te´ acheve´e en 1981 suite a` la de´monstration par Connes, Feldman et Weiss
du the´ore`me suivant. Toute relation d’e´quivalence mesure´e moyennable peut eˆtre en-
gendre´e par une seule transformation de l’espace. Les auteurs montrent l’e´quivalence
de plusieurs de´finitions du concept de moyennabilite´ pour les relations d’e´quivalences
mesure´es, et obtiennent notamment une caracte´risation des relations moyennables en
terme de suites de Følner pre´sentes dans les structures de graphes mesurables sur les
orbites de la relation (cf. [10]). Nous de´finissons au paragraphe 7., e´tant donne´ un
graphe quasi-pe´riodique Σ˜, la notion de suites de Følner e´vanescentes dans Σ˜. Il s’agit
d’une reformulation ge´ome´trique de la notion dynamique de I-suites conside´re´e par
Schmidt dans [42] pour des actions de groupes de´nombrables pre´servant une mesure de
probabilite´.
De´finition. Soit Σ˜ un graphe Q-pe´riodique u.l.f. muni de sa structure me´trique-
mesure´e (d˜, µ˜) =(me´trique simpliciale, 0-covolume) de´crite ci-dessus. E´tant donne´e
une partie bore´lienne A ⊂ Σ˜, on note ∂KA l’ensemble des points de Σ˜\A a` distance
6 1 de A dans Σ˜. On dit qu’une suite (An) de parties bore´liennes non ne´gligeables
de Σ˜ est une suite de Følner e´vanescente s’il existe une suite (εn) de nombres re´els
convergeant vers 0 telles que
µ˜(An)→ 0 et µ˜(∂KAn) 6 εnµ˜(An).
Inspire´s par [10], nous montrons le the´ore`me suivant.
The´ore`me 3. Un espace singulier ergodique de type fini Q posse`de un quotient
moyennable si et seulement si tout graphe Q-pe´riodique uniforme´ment localement fini
posse`de des suites de Følner e´vanescentes.
Ce the´ore`me e´galement s’e´tend a` d’autres espaces me´triques-mesure´s que les graphes.
—
Je remercie Damien Gaboriau pour son aide constante au cours de l’e´laboration de
ce travail.
Je dois e´galement beaucoup a` E´tienne Ghys, ainsi qu’aux excellentes conditions de
travail dont on be´ne´ficie au sein de l’UMPA.
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2. Relations d’e´quivalence mesure´es
Soit X un espace bore´lien standard. Rappelons qu’il s’agit d’un espace polon-
ais (topologique se´parable admettant une me´trique comple`te) muni de sa structure
bore´lienne. On dit qu’une relation d’e´quivalence R sur X est bore´lienne si son graphe
R ⊂ X ×X est une partie bore´lienne.
Les relations d’e´quivalence a` classes de´nombrables jouent un roˆle privile´gie´ dans
la the´orie. Un re´sultat bien connu de Feldman-Moore montre qu’une telle relation est
bore´lienne si et seulement si on peut munir mesurablement chacune de ses orbites d’une
structure de graphe complet. Plus pre´cise´ment, il existe une partition de´nombrable
R = ∐i∈Ngraph(ϕi) ⊂ X ×X
de toute relation bore´lienne R, a` classe de´nombrables, en graphes d’isomorphismes
partiels ϕi : Ai
≃
−→ Bi entre deux bore´liens Ai et Bi de X (cf. [14]) ; on construit ainsi
entre deux points e´quivalents quelconques x et y de X une unique areˆte oriente´e x
ϕi−→ y
[17, 18] (ce qui, d’un point de vue alge´brique, revient a` postuler l’existence d’un espace
classifiant pour R).
Exemples. i. Une action α : Γ → Aut(X) d’un groupe de´nombrable Γ, par iso-
morphismes bore´liens, de´finit sur X une relation d’e´quivalence bore´lienne Rα a` classes
de´nombrables, donne´e par la partition de X en les orbites de α. Le re´sultat de Feldman-
Moore ci-dessus peut s’interpreˆter en disant que toute relation d’e´quivalence a` classes
de´nombrables est la partition en orbites d’une action mesurable de groupe discret (en
choisissant une partition de cette relation par des isomorphismes partiels d’ordre 2
e´tendus a` X).
ii. Un feuilletage sur une varie´te´ la partitionne en feuilles et de´finit ainsi une relation
d’e´quivalence bore´lienne. En restreignant cette relation a` une transversale T , on obtient
une relation d’e´quivalence a` classes de´nombrables (dont le graphe R ⊂ T × T est
partitionne´ par des applications d’holonomie).
iii. Une source importante de relations d’e´quivalence provient, par leur nature meˆme,
des proble`mes de classifications. On se contentera ici d’e´voquer un exemple, l’espace
des groupes de type fini, e´tudie´ dans [5]. L’espace X conside´re´ est l’espace topologique
compact des groupes marque´s (l’espace des quotients d’un groupe libre), sur lequel on
e´tudie (par exemple) la relation d’isomorphisme. Il s’agit d’une relation d’e´quivalence
bore´lienne a` classes de´nombrables.
Soit R une relation d’e´quivalence bore´lienne surX. On appelle isomorphisme partiel
(inte´rieur) de R un isomorphisme partiel ϕ : A → B entre deux bore´liens de X tel
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que ϕ(x) ∼ x pour tout x ∈ A. L’ensemble des isomorphismes partiels de R se note
[[R]]. Le groupe des automorphismes inte´rieurs d’une relation d’e´quivalence se note
[R], ou Int(R), et s’appelle le groupe plein. Il est ainsi constitue´ des isomorphismes
X → X dont le graphe est inclus dans R ⊂ X × X. Il s’agit bien suˆr d’un invariant
d’isomorphisme au sens suivant.
De´finition. Deux relations d’e´quivalence bore´liennes R et R′ sur X et X ′ sont iso-
morphes s’il existe un isomorphisme bore´lien ρ : X → X ′ tel que x ∼ y si et seulement
si ρ(x) ∼′ ρ(y) pour tout x, y ∈ X. On dit que R et R′ sont stablement isomorphes s’il
existe deux parties bore´liennes Ω ⊂ X et Ω′ ⊂ X ′ rencontrant respectivement toutes les
classes de R et R′, telles que les relations restreintes R|Ω et R
′
|Ω′ soient isomorphes.
Exemple. Un feuilletage et sa restriction a` une transversale totale de´finissent deux
relations d’e´quivalence stablement isomorphes.
La the´orie des relations d’e´quivalence dans le cadre bore´lien est principalement
de´veloppe´e en logique (cf. [27] par exemple). Dans la suite de ce texte (et dans [37]),
nous supposerons toujours la pre´sence additionnelle d’une mesure quasi-invariante,
dans la tradition de [14] (et de Murray-von Neumann) — on identifie alors deux rela-
tions d’e´quivalence ayant presque les meˆmes orbites.
Plus pre´cise´ment, soit (X,µ) un espace de probabilite´, i.e. un espace bore´lien stan-
dard muni d’une mesure bore´lienne de probabilite´ sans atome. On dit qu’une relation
d’e´quivalence bore´lienne a` classes de´nombrables sur X est une relation d’e´quivalence
mesure´e si la mesure µ est quasi-invariante au sens ou` tout bore´lien ne´gligeable a un
sature´ ne´gligeable (notons que le sature´ d’un bore´lien, i.e. la re´union des classes inter-
sectant ce bore´lien, est bore´lien). Le the´ore`me ce´le`bre suivant, par exemple, constitue
une question encore ouverte dans le cadre bore´lien (avec une hypothe`se convenable
d’irre´ductibilite´ remplac¸ant l’ergodicite´).
The´ore`me 4 (Connes-Feldman-Weiss [10]). Soit R une relation d’e´quivalence
ergodique moyennable sur (X,µ). Il existe un isomorphisme bore´lien T de l’espace X
pre´servant la classe de µ tel que x ∼R y ⇐⇒ y = T n(x) pour presque tous x, y ∈ X.
Rappelons qu’une relation d’e´quivalence mesure´e est dite ergodique si les parties
bore´liennes invariantes (i.e. sature´es) sont ne´gligeables ou co-ne´gligeables. La notion
de moyennabilite´ intervenant dans le the´ore`me a e´te´ de´finie par Zimmer. Toute ac-
tion d’un groupe discret moyennable pre´servant la classe de µ de´finie une relation
d’e´quivalence mesure´e moyennable au sens de Zimmer. Rappelons e´galement qu’une
relation d’e´quivalence est engendre´e par un seul automorphisme de X si et seule-
ment si elle est hyperfinie, i.e. si elle s’e´crit comme re´union de´nombrable croissante
de relations d’e´quivalence mesure´es a` classes finies (Dye). Le the´ore`me de Connes-
Feldman-Weiss est la conclusion d’une se´rie de travaux, dont ceux d’Ornstein-Weiss
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sur la ge´ne´ralisation du lemme de Rokhlin aux groupes moyennables et le the´ore`me
selon lequel une action ergodique d’un groupe moyennable, pre´servant une mesure de
probabilite´, est hyperfinie [35].
De´finition. Deux relations d’e´quivalence mesure´es R et R′ sur (X,µ) et (X ′, µ′)
sont isomorphes (resp. stablement isomorphes) s’il existe deux bore´liens Ω ⊂ X et Ω′ ⊂
X ′ de mesure totale (resp. dont les sature´s sont de mesure totale) et un isomorphisme
de relations d’e´quivalence bore´liennes entre R|Ω et R|Ω′, qui est non singulier au sens
ou` il envoie la classe de µ sur la classe de µ′.
Nous renvoyons a` [33, 7, 39] pour l’extension de ces notions aux relations d’e´quivalence
a` classes non ne´cessairement de´nombrables.
Une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique peut eˆtre de type II ou de type
III, selon qu’il existe ou non une mesure σ-finie invariante dans la classe de µ. Une
mesure quasi-invariante σ-finie µ est dite invariante pour R si pour une partition
R = ∐igraph(ϕi) en graphes d’isomorphismes partiels, on a µ(ϕi(Ω)) = µ(Ω) pour
tout Ω inclus dans le domaine de ϕi. Ve´rifier que cette de´finition est inde´pendante de
la partition choisie constitue un exercice typique de la the´orie ge´ome´trique des rela-
tions d’e´quivalence mesure´es, nous renvoyons a` [17] pour de nombreuses illustrations de
cette technique (de´coupage des domaines). Lorsqu’il existe une mesure de probabilite´
invariante dans la classe de µ, on dit que R est de type II1. Ces de´finitions s’e´tendent
aux relations non ergodiques.
Remarque. La notion d’isomorphisme de´crite ci-dessus (« l’e´quivalence orbitale »),
ainsi que la re´partition en types, ont e´te´ introduites par Murray et von Neumann
au cours de leurs travaux sur les alge`bres d’ope´rateurs (1936-1943). L’alge`bre de von
Neumann associe´e a` une action libre d’un groupe de´nombrable sur (X,µ) ne de´pend
que (de la relation d’e´quivalence mesure´e forme´e) des orbites de cette action.
Concluons cette section par des faits standard.
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e sur un espace de probabilite´ (X,µ). La
mesure µ s’e´tend canoniquement a` R en une mesure h de´finie par
h(K) =
∫
X
#Kxdµ(x)
ou` K ⊂ R est une partie bore´lienne et Kx = {(x, y) ∈ K ∩ R} (mesure de de´compte
horizontal). L’image h−1 de h par l’inversion −1 : R→ R de´finie par (x, y)−1 = (y, x) est
e´quivalente a` h et on obtient un homomorphisme bore´lien δ de R (vu comme groupo¨ıde
mesurable) dans ]0,∞[, i.e. une application mesurable ve´rifiant
δ(x, z) = δ(x, y)δ(y, z)
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pour tous x, y, z e´quivalents, en posant
dh(x, y) = δ(x, y)dh−1(x, y)
(de´rive´e au sens de Radon-Nikodym). Notons que h−1 est la mesure de de´compte ver-
tical de´finie par h−1(K) =
∫
X
#Kydµ(y) ou` Ky = {(x, y) ∈ K ∩ R}. (cf. [14])
Nous dirons qu’une partie bore´lienne K ⊂ R est syme´trique si K = K−1. Une
partie bore´lienne syme´trique K ⊂ R de´finit une distance dK : R → [0,∞] sur les
orbites de R associant a` (x, y) ∈ R le plus petit entier n pour lequel il existe une suite
x0 = x, x1, . . . xn−1, xn = y telle que (xi, xi+1) ∈ K. On dit que K est un graphage
de R si d(x, y) < ∞ pour presque tout (x, y) ∈ R (on supposera toujours dans la
suite qu’un graphage est une partie syme´trique de R, i.e. qu’il est non oriente´). Cela
revient a` dire que R = ∪nKn a` un ne´gligeable pre`s, ou` Kn est l’ensemble des couples
(x, y) ∈ R tels que d(x, y) 6 n, ou encore que presque toutes les orbites sont connexes
pour la structure simpliciale obtenue en « collant » une areˆte entre deux points x et
y de X si et seulement si (x, y) ∈ K. Un graphage peut eˆtre e´tiquete´ par une famille
de´nombrable de lettres Φ, i.e. on peut choisir une famille de´nombrable Φ d’isomor-
phismes partiels de R, de sorte que K = ∪ϕ∈Φgraph(ϕ), ou` l’e´tiquettage est bijectif
si cette re´union est disjointe (on peut bien suˆr supposer alors que Φ est syme´trique
au sens ou` ϕ ∈ Φ ⇐⇒ ϕ−1 ∈ Φ). On appellera e´galement Φ un graphage de R (cette
de´finition a e´te´ introduite par Levitt en relation avec la notion de couˆt pour les rela-
tions d’e´quivalence mesure´es de type II1, cf. [17]). Si les e´le´ments de Φ partitionnent K,
la structure simpliciale associe´e a` K coincide avec la structure obtenue par le proce´de´
standard de suspension de Φ au-dessus de X. (cf. [14, 17, 18])
Nous dirons qu’une partie bore´lienne syme´trique K ⊂ R est u.l.f. (uniforme´ment
localement finie) si #Kx et #Ky sont uniforme´ment finis sur X, et qu’elle est u.l.b.
(uniforme´ment localement borne´e), relativement a` µ, si elle est u.l.f. et si |δ|K =
sup(x,y)∈K |δ(x, y)| est fini. Toute partie u.l.f. K ⊂ R peut eˆtre partitionne´e en un
nombre fini d’isomorphismes partiels de R ; toute partie u.l.b. K ⊂ R peut eˆtre par-
titionne´ en un nombre fini d’isomorphismes partiels Φ = (ϕ1, . . . , ϕn) de R tels que
les fonctions d(ϕi∗µ)/dµ soient uniforme´ment borne´es. Nous dirons qu’une relation
d’e´quivalence mesure´e est de type fini si elle posse`de un graphage u.l.f., i.e. si elle peut
eˆtre engendre´e par un nombre fini d’isomorphismes partiels. (cf. [14, 10] et notamment
[10, Lemma 3])
3. Espaces singuliers
Soit Q un ensemble.
De´finition. On appelle de´singularisation (bore´lienne) de Q la donne´e d’un espace
bore´lien standard X et d’une application surjective de´finissable p : X → Q.
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Nous dirons qu’une application p : X → Q est de´finissable si
Rp = {(x, y) ∈ X ×X | p(x) = p(y)}
est une partie bore´lienne de X ×X (i.e. Rp est une relation d’e´quivalence bore´lienne).
Exemple. Soit M une varie´te´ et F un feuilletage de M . L’application
p :M →M/F
de´finie par x 7→ ℓ ou` ℓ est l’unique feuille contenant x, est une de´singularisation de
l’espace M/F des feuilles de F .
De´finition. On dit que deux de´singularisations p : X → Q et p′ : X ′ → Q sont
e´quivalentes (au sens bore´lien) s’il existe deux applications bore´liennes ϕ : X → X ′ et
ϕ′ : X ′ → X telles que p′ϕ = p et pϕ′ = p′.
On ve´rifie imme´diatement qu’on obtient ainsi une relation d’e´quivalence sur les
de´singularisations.
Exemple. Conside´rons une lamination L sur un espace topologique X et notons
p : X → X/L la de´singularisation naturelle. Soit T ⊂ X une transversale totale
de L. Notons p′ = p|T : T → X/L la de´singularisation associe´e. Alors p et p
′ sont
e´quivalente. En effet p = p′r ou` r est une re´traction mesurable X → T , obtenue par
exemple en fixant une famille mesurable de me´triques le long des feuilles et en associant
(mesurablement) a` x ∈ X l’un des points de T le plus proche de x.
De´finition. On appelle structure singulie`re (bore´lienne) sur Q la donne´e d’une
classe d’e´quivalence de de´singularisations. Un espace singulier (bore´lien) est un en-
semble muni d’une structure singulie`re.
En pratique, l’espace singulier ainsi qu’une ou plusieurs de ses de´singularisations
apparaissent souvent de fac¸on naturelle. Citons simplement ici,
– l’espace des groupes de type fini (cf. [5]),
– l’espace des immeubles de type A˜2 (cf. [37, 1, 2]).
De nombreux exemples supple´mentaires figurent dans [8, 9].
Soit Q un espace singulier.
On supposera toujours que Q admet une de´singularisation discre`te au sens suivant.
De´finition. On dit qu’une de´singularisation p : X → Q de Q est discre`te si les
fibres de p sont de´nombrables.
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(On renvoie a` [15, 39] pour des re´sultats ge´ne´raux concernant l’existence de de´sin-
gularisations discre`tes « presque suˆrement surjectives ».)
Lemme 5. Les relations d’e´quivalence bore´liennes Rp et Rp′ associe´es a` deux de´sin-
gularisations discre`tes (e´quivalentes) p : X → Q et p′ : X ′ → Q de Q sont stablement
isomorphes.
De´monstration. Soit ϕ : X → X ′ une application bore´lienne telle que p′ϕ = p. En
particulier x ∼p y si et seulement si ϕ(x) ∼p′ ϕ(y). L’image X ′1 ⊂ X
′ de ϕ est une
partie bore´lienne de X ′ et on peut choisir une section bore´lienne s : X ′1 → X de ϕ
(ϕ e´tant a` fibres de´nombrables). Il est clair que ϕ : X1 → X
′
1 re´alise un isomorphisme
entre les restrictions de Rp et Rp′ respectivement a` l’image X1 de s et a` X
′
1. Notons
que X1 rencontre toutes les classes de Rp, et comme p est surjective et ve´rifie p
′ϕ = p,
il en est de meˆme de X ′1 relativement a` Rp′ . En particulier Rp et Rp′ sont stablement
orbitalement e´quivalentes. 
Remarque. Ce lemme reprend le fait bien connu que les restrictions d’une relation
d’e´quivalence a` deux bore´liens rencontrant toutes les orbites sont stablement isomor-
phes. Ici Rp et Rp′ sont les restrictions de Rq a` X et X
′, ou` Rq est associe´e a` la
de´singularisation discre`te q = p ∐ p′ : X ∐ X ′ → Q. Observons que l’isomorphisme
partiel construit ici est inte´rieur, en ce sens qu’il fixe l’espace singulier Q.
De´finition. Soit Q et Q′ deux espaces singuliers. On appelle application de´finissable
de Q vers Q′ une application ρ : Q → Q′ telle qu’il existe une application bore´lienne
ρ : X → X ′, ou` p : X → Q et p′ : X ′ → Q′ sont deux de´singularisations de Q et Q′,
ve´rifiant ρp = p′ρ. On dira que ρ de´singularise ρ.
Exemple. Un automorphisme exte´rieur d’une relation d’e´quivalence bore´lienne in-
duit une application bijective (bi-)de´finissable de l’espace singulier associe´.
Lemme 6. Soit ρ : Q → Q′ une application de´finissable. Il existe une application
de´singularisante ρ : X → X ′ de ρ entre X et X ′, ou` p : X → Q et p′ : X ′ → Q′ sont
deux de´singularisations discre`tes donne´es de Q de Q′.
De´monstration. Ceci re´sulte imme´diatement du diagramme commutatif
X
ϕ
- Y
ρ˜
- Y ′
ϕ′
- X ′
Q
p
? ρ
-
pX
-
Q′
p′
?
pX′
ﬀ
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ou` X → Q et X ′ → Q′ sont des de´singularisations discre`tes respectivement de Q et
Q′, et ρ˜ : Y → Y ′ une application de´singularisante de ρ. Il suffit en effet de poser
ρ = ϕ′ρ˜ϕ : X → X ′. 
On note Def(Q) l’ensemble des bijections de´finissables de Q.
Corollaire 7. Def(Q) est un groupe (groupe des automorphismes de Q).
De´monstration. Observons tout d’abord que si ρ est bijective, on peut choisir une
application de´singularisante ρ : X → X ′ entre deux de´singularisations discre`tes, qui
soit un isomorphisme de relations d’e´quivalence bore´liennes (cf. la preuve du lemme 5).
Par suite Def(Q) est stable par inversion. Par ailleurs si ρ : X1 → X2 et ρ′ : X ′1 → X
′
2
sont deux de´singularisations bijectives de ρ et ρ′, alors il existe un bore´lien A ⊂ X2 et
un bore´lien B ⊂ X ′1, et un isomorphisme ϕ : A→ B entre les relations Rp2 |A et Rp′1 |B.
Alors ρ′ϕρ : ρ−1(A)→ ρ′(B) est une de´singularisation de ρ′ρ, et Def(Q) est stable par
produit. 
Mesure transverse sur Q. On dira que deux de´singularisations p : X → Q et
p′ : X ′ → Q de Q sont conjugue´es s’il existe une bijection bore´lienne ϕ de X sur
X ′ telle que p′ϕ = p. On note T la famille des ensembles bore´liens X lorsque X → Q
parcourt les de´singularisations discre`tes de Q. Il est clair que T est stable par re´union
disjointe (de´nombrable). On appelle mesure transverse (invariante) sur Q la donne´e
d’une application
Λ : B(T )→ [0,∞]
de´finie sur les bore´liens d’e´le´ments de T et satisfaisant aux proprie´te´s suivantes :
– σ-additivite´, i.e. Λ(∐Ωi) =
∑
Λ(Ωi) pour toute partie bore´lienne Ωi ⊂ Xi, ou`
(pi : Xi → Q)i est une famille (au plus de´nombrable) de de´singularisations.
– invariance, i.e. Λ(X) = Λ(X ′) si X et X ′ sont deux de´singularisations conjugue´es.
Parties ne´gligeables de Q. On appelle bore´lien de Q la projection d’un bore´lien par
une de´singularisation discre`te X → Q. La tribu B(Q) obtenue sur Q co¨ıncide donc avec
la tribu des bore´liens sature´s de X et ne de´pend pas de la de´singularisation discre`te
choisie. La donne´e d’une mesure invariante Λ sur Q permet de de´finir sans ambigu¨ite´
la notion de partie ne´gligeable N ⊂ Q. On notera N ⊂ B(Q) la famille des bore´liens
ne´gligeables de Q relatifs a` Λ. On appelera espace mesure´ singulier la donne´e d’un
espace singulier Q et d’une famille de bore´liens ne´gligeables N associe´e a` une mesure
transverse invariante Λ.
De´finition. On dit que deux espaces mesure´s singuliers (Q1,N1) et (Q2,N2) sont
isomorphes s’il existe deux parties ne´gligeables N1 ⊂ Q1 et N2 ⊂ Q2 telles que les
espaces mesure´s singuliers Q1\N1 et Q2\N2 sont strictement isomorphes au sens ou` il
existe une bijection de´finissable non singulie`re ρ entre les deux (i.e. N est ne´gligeable
si et seulement si ρ(N) est ne´gligeable).
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Ainsi deux de´singularisations discre`tes d’espaces mesure´s singuliers isomorphes sont
stablement isomorphes en tant que relations d’e´quivalence mesure´es. Nous dirons d’une
proprie´te´ de relation d’e´quivalence mesure´e, invariante par isomorphisme stable, qu’elle
est une proprie´te´ de l’espace singulier des orbites de cette relation.
L’ensemble des applications de´finissables non singulie`res de Q, bijectives en restric-
tion au comple´metaire d’une partie ne´gligeable, forme un groupe (en effet la composi-
tion ϕ2 ◦ ϕ1 d’applications ϕ1 et ϕ2, bijectives en dehors de N1 et N2 respectivement,
est bijective en restriction au bore´lien ϕ−11 (ϕ1(X\N1)∩X\N2), dont le comple´mentaire
est ne´gligeable). On note Def(Q,N ) le quotient de ce groupe obtenu en identifiant deux
applications co¨ıncidant presque suˆrement.
On dit que (Q,N ) est ergodique si toute partie bore´lienne de Q est ne´gligeable ou de
comple´mentaire ne´gligeable. Notons que dans le cas ergodique B(T ) co¨ıncide avec T aux
parties ne´gligeables pre`s. Suivant le point de vue e´voque´ en introduction, une proprie´te´
d’un espace singulier ergodique Q est une proprie´te´ de la notion de quasi-pe´riodicite´
choisie. On dira ainsi qu’une telle proprie´te´ est un parame`tre de quasi-pe´riodicite´ (et
qu’un invariant d’isomorphisme est une constante de quasi-pe´riodicite´).
Soit (Q,N ) un espace mesure´ singulier ergodique. Il existe sur Q au plus une (a`
constante multiplicative pre`s) mesure transverse invariante σ-finie Λ de´finissant N . De
plus, suivant les valeurs que peut prendre Λ, (Q,N ) peut eˆtre de l’un des trois types
suivants :
- type I : ImΛ = {0, λ, 2λ, . . . ,∞} = λN ∪ {∞}, ou` λ > 0,
- type II : ImΛ = [0,∞],
- type III : ImΛ = {0,∞},
ou`, pour les espaces de type III, toute mesure transverse invariante Λ est triviale (ne
contient aucune information autre que N ). Il existe a` isomorphisme pre`s une unique
de´singularisation discre`te proprement infinie de Q ; plus pre´cise´ment, les de´singulari-
sations discre`tes d’un espace de type III sont toutes conjugue´es, et les de´singulari-
sations discre`tes d’un espace de type II sont classifie´es (a` conjugaison pre`s) par leur
mesure transverse. Les de´finitions pre´ce´dentes s’e´tendent de fac¸on naturelle au cas non
ergodique, et tout espace mesure´ singulier admet une de´composition Q = QI∐QII∐QIII
en composantes de chaque type, unique aux parties ne´gligeables pre`s. Ces re´sultats sont
de Murray et von Neumann.
Convention. Au cours de ce texte, il n’est question que d’espaces singuliers munis
d’une famille N de bore´liens ne´gligeables (i.e. d’espaces mesure´s singuliers), et on
omettra de´sormais de pre´ciser cet ensemble dans les notations. On omettra e´galement
l’adjectif « mesure´ » pour qualifier les espaces singuliers.
Conside´rons un espace singulier ergodiqueQ = (Q,N ) et notons Def(Q) = Def(Q,N )
son groupe d’automorphismes. Supposons que Q soit de type II et fixons une mesure
transverse invariante σ-finie Λ.
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Lemme 8. Conside´rons ρ ∈ Def(Q). Il existe un unique nombre λ ∈]0,∞[ tel
que, pour tout isomorphisme de´singularisant ρ : X → X ′ entre deux de´singularisations
discre`tes, on a Λ(ρ(Ω)) = λΛ(Ω) pour tout bore´lien Ω ⊂ X.
De´monstration. Quitte a` remplacer Q par Q\N , ou` N ⊂ Q est ne´gligeable, on peut
supposer que ρ est bijective. Conside´rons deux de´singularisations bijectives ρ1 : X1 →
X ′1 et ρ2 : X2 → X
′
2 de ρ, ou` pi : Xi → Q et p
′
i : X
′
i → Q sont des de´singularisations
discre`tes de Q (i = 1, 2). La mesure transverse invariante Λ e´tant unique a` un facteur
multiplicatif pre`s, il existe deux nombres λ1 et λ2 tels que Λ(ρi(Ω)) = λiΛ(Ω) pour
tout bore´lien Ω ⊂ Xi. Par de´finition il existe deux applications ϕ : X1 → X2 et,
respectivement, ϕ′ : X ′1 → X
′
2 telles que p2ϕ = p1 et p
′
2ϕ
′ = p′1. D’apre`s le lemme
5, ϕ et, respectivement, ϕ′, sont en restriction a` des bore´liens non ne´gligeables A ⊂
X1 et A
′ ⊂ X ′1, des isomorphismes entre les relations restreintes Rp1 |A et Rp2 |B, et,
respectivement, Rp′1 |A′ et Rp′2 |B′ , ou` B = ϕ(A) et B
′ = ϕ(A′). Notons que ϕ pre´serve
la mesure Λ (invariance de Λ par conjugaison). De plus, en conjuguant chacune des
e´quivalences stables par des isomorphismes partiels inte´rieurs, on peut supposer que
A = X1 ou B = X2 (resp. A
′ = X ′1 ou B
′ = X ′2). Supposons par exemple A = X1 et
B′ = X2. On a alors ρ1 ◦ ϕ−1 = ϕ′
−1 ◦ ρ2 sur le bore´lien non ne´gligeable ϕ(X1) ⊂ X2.
Donc λ1 = λ2. 
L’application mod Λ : Def(Q) → R∗+ qui a` ρ associe λ est un morphisme de
groupes. On note DefΛ(Q) son noyau et FΛ(Q) ⊂ R∗+ son image (groupe fondamental
de Q). On a donc une suite exacte
1 −−−→ DefΛ(Q) −−−→ Def(Q)
mod Λ−−−−−→ FΛ(Q) −−−→ 1.
Notons que F (Q) = FΛ(Q) ne de´pend a` multiplication par un scalaire strictement
positif pre`s que de la classe d’isomorphisme de Q.
Le groupe fondamental d’un espace singulier hyperfini est R∗+. Damien Gaboriau
a donne´ de nombreux exemples d’espaces singuliers a` groupe fondamental trivial en
faisant usage des nombres de Betti L2 pour les relations d’e´quivalence [18] (ou alterna-
tivement du couˆt). Le r-ie`me nombre de Betti L2 de (Q,Λ) est le nombre re´el positif
βr(Q,Λ) = Λ(X) · βr(Rp,Λ1),
ou` p : X → Q est une de´singularisation discre`te de type II1 (i.e. telle que Λ(X) <∞),
Λ1 = Λ/Λ(X) est la mesure de probabilite´ sur X associe´e a` Λ, et βr(Rp,Λ1) est le
r-ie`me nombre de Betti de la relation d’e´quivalence Rp, de´fini dans [18] (observons
que βr(Q,Λ) ne de´pend pas de la de´singularisation discre`te choisie, cf. [18, Corollaire
5.5]). Les nombres βr(Rp) = βr(Rp, µ), ou` µ = Λ1 est l’unique mesure de probabilite´
invariante par Rp, sont invariants par isomorphisme de relation d’e´quivalence mesure´e.
Par suite, si les relations d’e´quivalence mesure´es Rp et R
′
p associe´es a` deux de´singulari-
sations discre`tes p : X → Q et p′ : X ′ → Q de Q sont isomorphes, et que βr(Q,Λ) 6= 0
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pour un indice r, alors Λ(X) = Λ(X ′), et F (Q) est trivial. (La suite des nombres de
Betti L2 a` multiplication par un scalaire strictement positif pre`s est une constante de
quasi-pe´riodicite´ au sens ci-dessus.)
Proposition 9. Si p : X → Q est une de´singularisation de Q, on a alors
DefΛ(Q) ≃ Out(Rp) = Aut(Rp)/Int(Rp).
De´monstration. Il est facile de voir que l’application p induit un morphisme Aut(Rp)→
DefΛ(Q) de noyau Int(Rp). Ce morphisme est surjectif. En effet soit ρ : Q → Q une
bijection pre´servant Λ. Il existe une bijection de´singularisante ρ : Ω→ Ω, ou` Ω est une
partie bore´lienne de X. On peut alors e´tendre ρ a` X en conside´rant des expressions
de la forme ψiρφi ou` φi : Ωi → Ω et ψi : Ω → Ωi sont des isomorphismes partiels
(inte´rieurs) de Rp et X = Ω∐ Ωi est une partition bien choisie. 
Terminons par une de´finition.
De´finition. On dira qu’un espace singulier Q est de type fini si toute de´singulari-
sation discre`te est de type fini, i.e. posse`de un graphage u.l.f. (uniforme´ment localement
fini).
Notons qu’un espace singulier est de type fini si et seulement si toute de´singulari-
sation discre`te peut eˆtre engendre´e par un nombre fini d’isomorphismes partiels.
Re´fe´rences. La notion d’e´quivalence orbitale stable a e´te´ introduite par Mackey
[33]. Elle a depuis e´te´ e´tudie´e des deux points de vue bore´lien et mesure´ ; cf. [27] et
[16, 18] pour des re´fe´rences re´centes. La conside´ration d’espaces quotients singuliers et
de de´singularisations a e´te´ initie´e par Connes dans [7]. Nous renvoyons e´galement a` [6],
par exemple, pour d’autres de´veloppements.
4. Structures quasi-pe´riodiques et repre´sentations
Notre but dans ce paragraphe est de pre´senter les notions de repre´sentation hilberti-
enne et de structure simpliciale associe´es a` une relation d’e´quivalence mesure´e, suivant
[7] et [18]. Comme annonce´ en introduction, nous en profitons pour analyser le concept
de quasi-pe´riodicite´, et notamment sa formalisation a` l’aide de la the´orie de la mesure.
Une structure quasi-pe´riodique sur un espace est dans ce formalisme une repre´sentation
de relation d’e´quivalence satisfaisant a` des proprie´te´s de type « fide´lite´ ». La possibilite´
nous est offerte de commencer par une description ge´ne´rale de la situation, en termes
de cate´gories et foncteurs, isolant celles des repre´sentations qui sont susceptibles de
conduire aux structures quasi-pe´riodiques. Cette description est uniquement destine´e
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a` fixer les ide´es et reste informelle. Une fois ce contexte ge´ne´ral pre´cise´, nous pourrons
nous pencher plus attentivement sur les cas particuliers des complexes simpliciaux et
des espaces de Hilbert.
I - Le cadre ge´ne´ral. Nous suivrons bien entendu le principe de base, de ne con-
side´rer que des structures que l’on peut « contruire effectivement » (i.e. sans recourir
a` l’axiome du choix). Nous les appelerons « de´finissables » dans ce paragraphe. La sig-
nification exacte de ce terme ne sera pre´cise´e qu’au paragraphe suivant, concernant les
cas particuliers. On le remplacera alors par le terme « mesurables » pour e´viter toute
ambigu¨ıte´.
Fixons une cate´gorie C dont les objets sont des ensembles.
Soit R une relation d’e´quivalence (ou un groupo¨ıde) bore´lienne sur un espace X,
conside´re´e comme une petite cate´gorie dont les objets sont les points de X et les
morphismes les e´le´ments de R. On appelle repre´sentation de R dans C la donne´e d’un
foncteur de´finissable F : R→ C (que l’on supposera contravariant).
Lorsque R est une relation d’e´quivalence mesure´e, on appelera encore repre´sentation
de R la donne´e d’un foncteur F dont les lois de composition ont lieu presque suˆrement
(i.e. F est une repre´sentation d’une relation R|X′ ou` X
′ ⊂ X est un bore´lien de
comple´mentaire ne´gligeable).
Soit Q un espace singulier et p : X → Q une de´singularisation discre`te. On note
R = Rp la relation d’e´quivalence mesure´e associe´e. Une repre´sentation F de R induit
une action (encore note´e F ) de R sur l’ensemble
F (X) = ∐x∈XF (x).
On conside`re pour chaque q ∈ Q l’ensemble quotient
F (q) = ∐x∈p−1(q)F (x)/ ∼,
obtenu en identifiant F (y) et F (x) par F (x, y), comme un objet de C. On obtient ainsi
un diagramme commutatif
X
F
- O(C)
Q
? F
- O(C)
?
ou` F est une application de´finissable de Q dans les objets O(C) de C.
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Un exemple. Prenons pour C la droite re´elle R (sans morphisme), pour laquelle
la notion de foncteur de´finissable (i.e. mesurable) F : R → R est claire. Tout fonc-
teur mesurable est, par ergodicite´, presque suˆrement constant, et l’espace F (Q) est,
a` un ne´gligeable pre`s, un nombre re´el usuel. Cet exemple concerne plus ge´ne´ralement
toute cate´gorie dont les objets sont des points, i.e. lorsqu’on choisit pour C un espace
topologique se´parable sans morphisme : un point ne posse`de pas de notion inte´ressante
de quasi-pe´riodicite´ (au sens suivant).
On appelle e´le´ment Q-pe´riodique de C le R-espace constitue´ par l’image
F (X)
d’un foncteur F de R dans C, lorsque que l’action de R sur F (X) admet un domaine
fondamental de´finissable au sens ou` il existe une partie de´finissable
D = ∐x∈XDx ⊂ F (X)
qui rencontre chaque orbite exactement une fois. En d’autres termes on a
F (x) = ∐y∼xF (x, y)Dy.
pour presque tout x ∈ X.
A` un e´le´ment Q-pe´riodique de C est associe´e la lamination F (Q) = F (X)/Rp
obtenue en conside´rant l’espace quotient de F (X) par l’action de Rp via F .
Commentaires. 1. - Ainsi, bien qu’un espace singulier soit un ensemble au sens usuel
du terme, ses points contiennent a priori trop d’informations pour eˆtre ve´ritablement
conside´re´s comme des points. La structure singulie`re sur cet ensemble de´termine des
relations entre chacun de ses points, et ces relations prennent ensuite effet lorsque l’on
substitue a` chacun d’eux un e´le´ment d’une cate´gorie fixe´e par la proce´dure ci-dessus.
2. - On comprend facilement le terme « quasi-pe´riodique » lorsque le domaine fon-
damental D est localement trivial, au sens ou` il admet une partition de´nombrable
D = ∐i(Xi ×Di), ou` Xi ⊂ X est une partie de´finissable non ne´gligeable : par ergod-
icite´ presque toute feuille de cette lamination contient pour tout i une infinite´ de copie
de Di « uniforme´ment re´parties » (chaque partie Di apparaissant avec une certaine
« proportion » dans le cadre mesure´). Dans le cas ge´ne´ral, il y a une « de´pendance
de´finissable » entre deux parties Dx et Dy pour x et y dans une meˆme feuille. Le cas
non ergodique concerne le me´lange de diffe´rents concepts de quasi-pe´riodicite´.
3. - La de´finition de domaine fondamental donne´e ici ne´cessitera d’eˆtre adapte´e a`
chaque cate´gorie particulie`re. Par exemple, pour la cate´gorie des complexes simpliciaux,
on supposera que chaque partie Dx est simpliciale.
4. - La lamination associe´e a` un e´le´ment Q-pe´riodique de C s’identifie de fac¸on
de´finisssable au domaine fondamental D. Le choix d’une section de´finissable du fibre´
D → X de´termine alors un plongement transverse de X de cette lamination.
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5. - On reprend essentiellement ici des techniques introduites par A. Connes dans
[7]. Rappelons qu’il est construit dans [7], a` l’aide de ces techniques, une the´orie
de l’inte´gration (transverse) « en pre´sence d’un groupo¨ıde mesure´ ». Celle-ci permet
d’inte´grer des « fonctions positives » de´finies sur l’espace Q des orbites de ce groupo¨ıde,
ou` une fonction positive est une application qui a` une orbite q ∈ Q associe un espace
mesure´ standard (Yq, αq), ou` αq est une mesure positive sur Yq. De´crire la mesurabilite´
d’une telle application conduit naturellement a` la notion de foncteur mesurable du
groupo¨ıde vers les espaces mesure´s. L’inte´gration d’une telle fonction s’effectue a` l’aide
d’une mesure transverse quasi-invariante, associe´e a` un cocycle δ de´fini sur le groupo¨ıde
(son module).
II - Exemples de cate´gories. De´finissons plus pre´cise´ment la notion de mesurabilite´
pour les cate´gories suivantes :
– ensembles de´nombrables/bijections,
– espaces bore´liens standard/isomorphismes mesurables,
– complexes simpliciaux/isomorphismes simpliciaux,
– espace de Hilbert/ope´rateurs unitaires.
Soit Q un espace mesure´ singulier.
1 - La cate´gorie des ensembles de´nombrables ou des bore´liens standard.Commenc¸ons
par un exemple simple. Soit p : X → Q une de´singularisation discre`te de Q. Le foncteur
naturel F : X → Rp, qui a` x ∈ X associe Rxp = {(x, y)} ⊂ Rp et a` (x, y) l’application
e´vidente Ryp → R
x
p , est mesurable et de´finit l’ensemble de´nombrable Q-pe´riodique Rp.
La lamination associe´e est l’espace X = Rp/Rp et on a F = p
−1.
Plus ge´ne´ralement soit R une relation d’e´quivalence mesure´e et F : R → C une
repre´sentation de R dans la cate´gorie des espaces bore´liens standard et des isomor-
phismes mesurables (ou des ensembles de´nombrables et des bijections). On de´finit la
mesurabilite´ de F de la fac¸on suivante (cf. [7]). Soit Ω˜ la re´union disjointe
Ω˜ = ∐x∈XF (x).
On dit que F est mesurable si Ω˜ posse`de une structure d’espace bore´lien standard
compatible avec les restrictions aux fibres de´finie par la projection naturelle p˜ : Ω˜→ X,
telle que p˜ et l’application R ∗ Ω˜→ Ω˜ de´finie par
(x, y) ∗ a 7→ F (x, y)a
soient mesurables (ou` R ∗ Ω˜ est le produit fibre´ de R et Ω˜, i.e. l’ensemble des couples
((x, y), a) tels que p˜(a) = y, cf. [18] par exemple). La notion de domaine fondamental
bore´lien D ⊂ Ω˜ est claire (D est une partie bore´lienne rencontrant exactement une fois
chaque orbite) et il en re´sulte une notion d’espace bore´lien standard Q-pe´riodique (cf.
ci-dessus). A` chaque espace bore´lien standard Q-pe´riodique est associe´e une lamination
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sur l’espace Ω = F (Q) (standard) muni de la de´singularisation p : Ω→ Q obtenue par
passage au quotient de l’application p˜ : Ω˜→ X par les actions naturelles de R.
2 - La cate´gorie des complexes simpliciaux. Soit p : Σ → Q une de´singularisation
de Q. On dit que Σ est une de´singularisation simpliciale de Q si pour tout x ∈ Σ la
classe Σx ⊂ Σ de x est munie d’une structure simpliciale connexe, i.e. d’une partition
Σx = ∐i>0Σ
(i)
x en simplexes non oriente´s de dimension i (satisfaisant aux conditions
usuelles de compatibilite´), telle que les parties Σ(i) ⊂ Σ constitue´es des simplexes de
dimension i soient bore´liennes.
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e. On dit qu’un foncteur F de R dans la
cate´gorie des (re´alisations ge´ome´triques de) complexes simpliciaux (non oriente´s) est
mesurable s’il est mesurable en tant que foncteur a` valeurs dans les espaces bore´liens
standard, et si les parties Ω˜(i) ⊂ Ω˜ = F (X) constitue´es des simplexes de dimension i
sont bore´liennes. On dit que F admet un domaine fondamental bore´lien si, de meˆme
que ci-dessus, il existe une partie bore´lien D ⊂ Ω˜ rencontrant exactement une fois
chaque orbite ; la notion de complexe simplicial Q-pe´riodique en re´sulte. Elle co¨ıncide
(a` re´alisation ge´ome´trique pre`s) avec la notion de R-complexe simplicial de´finie par D.
Gaboriau dans [18].
On associe a` une de´singularisation simpliciale de Q un complexe simplicial Q-
pe´riodique de la fac¸on suivante. Fixons une de´singularisation simpliciale p : Σ→ Q de
Q. Notons X = Σ(0) la lamination des sommets et p(0) : X → Q la de´singularisation
discre`te associe´e. Soit R = Rp(0) = Σ˜ ∩ X × X, ou` Σ˜ = Σp ⊂ Σ × Σ est la re-
lation d’e´quivalence associe´e a` p. Il est facile de voir que le foncteur F de R dans
Σ˜X = (X × Σ) ∩ Σ˜ ⊂ Σ˜ qui a` x ∈ X associe le complexe Σ˜x ⊂ Σ˜X et a` (x, y) ∈ R
l’isomorphisme naturel Σ˜y → Σ˜x est mesurable. De plus la donne´e d’une section
mesurable de la projection sur la seconde coordonne´e Σ˜X ⊂ X × Σ → Σ (a` fibres
de´nombrables) de´termine un domaine fondamental bore´lien et, choisissant conven-
ablement cette section, on de´finit ainsi un domaine fondamental (bore´lien) simplicial.
Re´ciproquement a` un complexe simplicial Q-pe´riodique, donne´ par un foncteur F , on
associe la de´singularisation simpliciale Σ = F (X)/R → Q obtenue en conside´rant
F comme un foncteur a` valeurs dans la cate´gorie des espaces bore´liens standard, ou`
la partition bore´lienne Σ = ∐i>0Σ(i) est donne´e par la projection naturelle (a` fibres
de´nombrables) de F (X)(i) dans Σ. Les deux ope´rations de´crites dans ce paragraphe sont
inverse l’une de l’autre, identifiant ainsi la cate´gorie des de´singularisations simpliciales
de Q a` celle des complexes simpliciaux Q-pe´riodiques.
Remarques. i. Un complexe simplicial quasi-pe´riodique est ne´cessairement locale-
ment trivial (au sens de´fini au paragraphe I) du fait qu’il ne posse`de qu’un nombre
de´nombrable de ge´ome´tries locales possibles.
ii. Le groupe des automorphismes Aut(Σ˜) d’un complexe simplicial quasi-pe´riodique
Σ˜ est forme´ des bijections bore´liennes de Σ = Σ˜/R, non singulie`res et de´finies a` un
ne´gligeable pre`s, qui respectent la structure simpliciale longitudinale. Le sous-groupe
distingue´ Int(Σ˜) est forme´ des e´le´ments de Aut(Σ˜) qui fixent l’espace singulier quotient.
Notons que Out(Σ˜) = Aut(Σ˜)/Int(Σ˜) diffe´re en ge´ne´ral de Out(R).
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iii. E´tant donne´ un complexe simplicial Q-pe´riodique Σ˜, la famille des bore´liens
standard Q-pe´riodiques inclus dans Σ˜ forme une sous-tribu de la tribu bore´lienne de
Σ˜. La donne´e d’une mesure quasi-invariante µ sur X = Σ(0) et d’un syste`me de Haar
s sur Σ˜ (i.e. un champ invariant (sx)x∈X de mesures sur Σ˜ telle que la mesure s
x soit
porte´e par le complexe simplicial Σ˜x ⊂ Σ˜) de´termine une mesure h
(s)
µ sur cette tribu
(cf. [7, 18]).
Complexe quasi-pe´riodique universel. Il existe un unique (a` isomorphisme pre`s) com-
plexe simplicial Q-pe´riodique, contenant une copie isome´trique de tout autre complexe
simplicial Q-pe´riodique [18].
On dit qu’un complexe simplicial Q-pe´riodique est un arbre Q-pe´riodique si presque
toute ses classes sont des arbres, et qu’un espace singulier Q est arborable s’il existe un
arbre Q-pe´riodique. De meˆme on de´finit ainsi les notions de dimension, p-connexite´,
etc., d’un complexe simplicial quasi-pe´riodique (cf. [17, 18]).
3 - La cate´gorie des espaces de Hilbert. Rappelons enfin la notion de foncteur
mesurable a` valeurs dans la cate´gorie hilbertienne ([7]).
Soit X un espace bore´lien standard et R une relation d’e´quivalence bore´lienne a`
classes de´nombrables sur X. Soit H un champ mesurable d’espaces hilbertiens de base
X (cf. [13]).
Une repre´sentation unitaire de R sur H est la donne´e d’une famille d’ope´rateurs
unitaires
π(x, y) : Hy → Hx,
(x, y) ∈ R, satisfaisant aux conditions de composition et de mesurabilite´ suivantes :
– π(x, x) = Id et π(x, z) = π(x, y)π(y, z) pour tout x ∼ y ∼ z.
– les coefficients
(x, y) 7→ 〈π(x, y)ξy|ηx〉x
sont mesurables pour tous champs de vecteurs mesurables ξ, η : X → H .
Exemples. Repre´sentation triviale de R. La repre´sentation triviale de R est la famille
(x, y) 7→ 1 ∈ S1 ⊂ C ope´rant sur le champ constant H = X ×C de fibre C (cf. [37]).
Repre´sentation re´gulie`re de R. On conside`re le champ d’espaces de Hilbert H : x 7→
ℓ2(Rx, hx) qui a` tout point x ∈ X associe l’espace des fonctions de carre´ inte´grable sur
la classe d’e´quivalence de x pour la mesure de de´compte horizontal hx. Comme hx = hy
pour tout (x, y) ∈ R, les espaces ℓ2(Ry, hy) et ℓ2(Rx, hx) sont naturellement identifie´s
par un ope´rateur unitaire π(x, y) ; explicitement,
π(x, y) : ℓ2(Ry)→ ℓ2(Rx)
est de´fini par π(x, y)f(x, z) = f(y, z).
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Inte´gration d’une repre´sentation. Soit π une repre´sentation unitaire de R sur un
champ d’espaces de Hilbert H de base X. Soit µ une mesure de probabilite´ quasi-
invariante sur X. Conside´rons l’espace de Hilbert L2(X,H) des sections de H de carre´
inte´grable pour µ. On de´finit pour tout sous-groupe de´nombrable Γ ⊂ [R] du groupe
plein de R une repre´sentation unitaire π sur L2(X,H) par la formule
π(γ)ξ : x 7→ π(x, γ−1x)ξγ−1x
√
δ(x, γ−1x)
ou` δ est le module de µ.
Conside´rons deux repre´sentations π et π′ d’une relation d’e´quivalence mesure´e R.
On appelle ope´rateur d’entrelacement entre π et π′ la donne´e d’un champ mesurable
essentiellement borne´ d’ope´rateurs (Tx)x∈X tels que
Txπ(x, y) = π
′(x, y)Ty
pour tout (x, y) ∈ R.
Espaces de Hilbert quasi-pe´riodiques. Nous n’utiliserons pas et ne de´finirons pas
cette notion dans cet article. Il sera naturel de dire qu’une repre´sentation hilbertienne
posse`de domaine fondamental si l’action obtenue par restriction au fibre´ en sphe`re
unite´ en posse`de un, en un sens a` pre´ciser. L’exemple fondamental est celui de la
repre´sentation re´gulie`re associe´e a` une de´singularisation discre`te X → Q d’un espace
singulier Q. La lamination associe´e est donne´e par [x]→ ℓ2([x]) qui a` une classe [x] ∈ Q
associe l’espace des fonctions de carre´ inte´grable de´finies sur cette classe. Pour des
conside´rations re´centes sur la dynamique des groupes de´nombrables de transformations
unitaires sur la sphe`re unite´ d’un espace de Hilbert, nous renvoyons a` [36] par exemple.
III - Quelques commentaires.
Pe´riodicite´. L’espace singulier de´finissant les structures pe´riodiques est le point
(l’espace singulier ergodique de type I). Les de´singularisations associe´es proviennent
d’actions (propres) de groupes localement compacts : il est ne´cessaire ici d’e´tudier les
groupes de´singularisants sans se restreindre aux seules relations d’equivalence. Notons
qu’il est e´galement possible de mener une telle e´tude pour les espaces singuliers non
triviaux, ou` l’on e´tudie des groupo¨ıdes de´singularisants [7]. Pour les besoins cet article,
cependant, les relations d’e´quivalence suffisent.
Pe´riodicite´ et quasi-pe´riodicite´. Soit Γ un groupe de´nombrable et Y un Γ-complexe
simplicial cocompact (ainsi Y est un complexe simplicial pe´riodique). On peut munir
Y d’une structure quasi-pe´riodique de la fac¸on suivante. Soit α une action ergodique
de Γ sur un espace de probabilite´ (X,µ) et R = Rα la relation d’e´quivalence associe´e.
L’action diagonale de Γ sur X × Y de´termine une lamination
Σ = (X × Y )/Γ,
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qui est une de´singularisation simpliciale de Q = X/R. On dira que le complexe sim-
plicial Q-pe´riodique Σ˜ associe´ a` Σ de´finit une structure Q-pe´riodique sur Y . (cf. [18,
§3.4])
Faisons une constatation simple, extraite de [21, §5.33], illustrant cette ide´e. De´-
signons par R la droite re´elle. Tout recouvrement pe´riodique, disons Z-invariant (ou` Z
agit par translation), de cette droite par des intervalles de longueur n a multiplicite´ au
moins n. Par ailleurs, on peut construire un recouvrement quasi-pe´riodique (de´fini par
exemple via un feuilletage irrationnel du tore) de R par des intervalles de longueur n,
avec multiplicite´ au plus 2.
D’autres cate´gories. Nous e´tudierons prochainement, en collaboration avec S. Vas-
sout, la notion de varie´te´ riemannienne quasi-pe´riodique en relation avec la signa-
ture L2. Plus ge´ne´ralement, toute cate´gorie d’espaces me´triques se´parables (espaces
CAT(0),...) est a priori naturellement sujette a` quasi-pe´riodicite´.
Notons aussi que certains espaces fonctionnels peuvent e´galement jouir de proprie´te´s
de quasi-pe´riodicite´. Par exemple, si p : X → Q est une de´singularisation discre`te de
Q, le fibre´ mesurable x 7→ ℓ∞([x]), ou` [x] de´signe la classe de x ∈ X, de´finit « l’espace
ℓ∞ quasi-pe´riodique »
[x] 7→ ℓ∞([x]).
Cet espace est muni d’une structure d’alge`bre (effectuer les ope´rations classe par classe)
et la norme donne´e par le supremum essentiel des normes ℓ∞ en fait une alge`bre de von
Neumann (il s’agit bien suˆr de L∞(X)). De meˆme, si [x] 7→ ℓ2([x]) est l’espace de Hilbert
quasi-pe´riodique associe´ a` la repre´sentation re´gulie`re de Rp, l’espace quasi-pe´riodique
[x] 7→ B(ℓ2([x]))
des ope´rateurs borne´s sur ℓ2([x]) (ou` [x] 7→ q[x] est mesurable au sens ou` les fonctions
x 7→ 〈q[x]ξx | ηx〉 sont mesurables pour toutes sections mesurables ξ, η de ∐x∈Xℓ
2([x]))
est une alge`bre et le supremum essentiel en fait une alge`bre de von Neumann, qui
contient L∞(X), agissant par multiplication (il s’agit de l’alge`bre de von Neumann de
la relation d’e´quivalence Rp). Nous renvoyons ici a` [8, I.4.γ].
5. Ergodicite´ forte
Soit (X,µ) un espace de probabilite´. Fixons une famille de´nombrable Φ d’isomor-
phismes partiels deX pre´servant la classe de µ et conside´rons le pseudo-groupe Γ = 〈Φ〉
engendre´ par Φ. On dit qu’une suite (An)n>0 de parties bore´liennes de X est asympto-
tiquement invariante sous l’action de Γ si pour tout Φ-mot m de domaine D ⊂ X, on
a
µ(m(An ∩D)\An)→n 0.
La notion de suite asymptotiquement invariante est classique et s’e´nonce tradi-
tionellement en terme d’actions de groupe. Si α : Γ→ Aut(X,µ) est un groupe agissant
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en pre´servant la classe de µ, on dit qu’une suite (An) de parties bore´liennes de X est
asymptotiquement invariante sous l’action de Γ si
µ(α(γ)An∆An)→n 0
pour tout γ ∈ Γ.
Il est facile de voir que les deux de´finitions donne´es ci-dessus lorsque Φ est constitue´
d’isomorphismes de X co¨ıncident (voir e´galement le lemme 10). Une suite asympto-
tiquement invariante (An) est dite non triviale s’il existe δ > 0 tel que
δ 6 µ(An) 6 1− δ.
Rappelons e´galement qu’une suite (An) est asymptotiquement invariante e´tant
donne´e une action α d’un groupe Γ si et seulement si
µ(ϕAn∆An)→n 0.
pour tout ϕ ∈ [Rα] et l’existence de suites asymptotiquement invariantes non triviales
ne de´pend donc que de la relation d’e´quivalence R = Rα associe´e a` l’action de Γ. On dit
alors qu’une relation d’e´quivalence ergodique R est fortement ergodique si toute suite
asymptotiquement invariante sous l’action de [R] est triviale (cf. [11, 41, 12, 42, 28]).
On ve´rifie facilement que cette proprie´te´ ne de´pend que de la classe de µ.
Lemme 10. Soit Γ = 〈Φ〉 un pseudo-groupe d’isomorphismes partiels agissant er-
godiquement sur (X,µ). L’existence de suites asymptotiquement invariantes non triv-
iales sous l’action de Γ est invariante par e´quivalence orbitale stable, i.e. est une pro-
prie´te´ de l’espace singulier Q = X/Γ des orbites de Γ sur X.
De´monstration. Montrons d’abord que l’invariance asymptotique sous l’action de Γ
e´quivaut a` l’invariance asymptotique sous l’action du groupe plein [Φ] de la relation
d’e´quivalence R engendre´e par Φ (cf. [28, 26]). Fixons une suite (An) asymptotiquement
invariante sous l’action de Γ. Soient ϕ ∈ [Φ] et ε > 0 fixe´. Soient m1, . . . , mk une famille
finie de Φ-mots et Ω1, . . .Ωk une famille finie de bore´liens disjoints tel quemi(x) = ϕ(x)
pour tout x ∈ Ωi et µ(ϕAε) 6 ε/2, ou` Aε = X\ ∐ Ωi. Alors
ϕAn\An = ∐
k
1 (mi(An ∩ Ωi)\An)∐ ϕAε\An ⊂ ∪
k
1 (mi(An ∩Di)\An) ∪ ϕAε\An
ou`Di est le domaine demi. Pour tout n suffisament grand on a par hypothe`se µ(mi(An∩
Di)\An) 6 ε/2k. Donc µ(ϕAn\An)→ 0. Ainsi
µ(ϕAn∆An)→ 0,
car An\ϕAn = ϕ(ϕ−1An\An), et (An) est asymptotiquement invariante pour [Φ].
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Re´ciproquement soit m : D → D′ un Φ-mot. Soit ϕ1, . . . , ϕk une famille d’isomor-
phismes partiels de domaines respectifs D1, . . . , Dk disjoints tels que m(x) = ϕi(x)
pour tout x ∈ Di, et tels que µ(ϕi(Di)∩Di) = 0. On peut supposer µ(m(Dε)) 6 ε, ou`
ε > 0 est un nombre re´el fixe´ et Dε = D\ ∐Di [14]. Alors
m(An ∩D)\An = ∐
k
1 (ϕi(An ∩Di)\An)∐m(Dε)\An ⊂ ∪
k
1 ϕi(An)\An ∪m(Dε)\An
ou` ϕi est l’extension de ϕi a` X en un isomorphisme d’ordre 2 coincidant avec l’identite´
sur X\(Di ∪ ϕi(Di)). Ainsi µ(m(An ∩D)\An) → 0, donc (An) est asymptotiquement
invariante pour Γ = 〈Φ〉.
Montrons l’invariance par e´quivalence orbitale stable. Soit Y ⊂ X un bore´lien non
trivial rencontrant toutes les orbites de R. Soit An ⊂ Y une suite asymptotiquement
invariante non triviale pour R|Y . Conside´rons un graphage Φ de R|Y et une famille Ψ
d’isomorphismes partiels X\Y → Y de R dont les domaines forment une partition de
X\Y . Alors Φ˜ = Φ ∪ Ψ est un graphage de R et la suite (A′n) des sature´s de An par
Ψ est Φ˜-asymptotiquement invariante et non triviale (il suffit de ve´rifier l’invariance
asymptotique sur les ge´ne´rateurs d’un graphage).
Re´ciproquement, soit (An) une suite asymptotiquement invariante non triviale pour
R. Notons qu’il suffit de montrer qu’il existe un bore´lien Y0 ⊂ Y rencontrant toutes les
orbites de R contenant des suites asymptotiquement invariantes pour R|Y0 . Conside´rons
un bore´lien Y0 ⊂ Y rencontrant toutes les orbites de R pour lequel il existe une partition
X\Y0 = ∐i>1Yi en domaines Yi d’isomorphismes partiels Yi ≃ Y0. Notons que comme
(An) est asymptotiquement invariante, on a
µ(An ∩ Yi)→n 0⇐⇒ µ(An ∩ Yj)→n 0
pour tous i, j > 0 fixe´s. Ainsi (An ∩ Y0)n de´finit une suite non triviale de R|Y0 , au sens
ou` l’on peut trouver une sous-suite (A′m) de (An ∩ Y0)n dont la mesure converge vers
un nombre re´el non nul distinct de µ(Y0). Cette suite est asymptotiquement invariante
car si ϕ est un isomorphisme de R|Y0 , il s’e´tend par l’identite´ en un isomorphisme de
R, et
ϕ(A′m)∆A
′
m = ϕ(Am)∆Am.

De´finition. Soit Q un espace singulier ergodique. On dit que Q est fortement er-
godique si toute suite asymptotiquement invariante d’une de´singularisation discre`te est
triviale.
The´ore`me 11 (Jones-Schmidt [28]). Soit Q un espace singulier ergodique. On
a l’alternative suivante :
– soit Q posse`de un quotient moyennable ergodique non trivial,
– soit Q est fortement ergodique.
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Rappelons la de´finition suivante, qui s’adapte imme´diatement aux espaces sin-
guliers.
De´finition. Soit R, resp. R, une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique sur un
espace de probabilite´ (X,µ), resp. (X,µ). On dit que R est un quotient de R s’il existe
une application bore´lienne surjective non singulie`re p : X → X tel que p(1)(R) = R, ou`
p(1)(x, y) = (p(x), p(y)).
Nous renvoyons pour l’expose´ des re´sultats connus concernant l’ergodicite´ forte, et
notamment pour une de´monstration du the´ore`me de Jones-Schmidt, a` l’article re´cent
de G. Hjorth et A. Kechris [26, App. 1].
6. Concentration
Ce paragraphe est essentiellement inspire´ de l’observation suivante de Gromov, ex-
traite de [22],
“If X is foliated (i.e. partitioned) into the orbits of an amenable group G acting on
X, then the resulting d on X is, essentially, never concentrated. But if G has property
T, then it is concentrated.”
Soit un espace me´trique-mesure´ (X, d, µ) au sens de Gromov [22], ou` l’on permet
que d(x, y) =∞. Plus pre´cise´ment X est un espace bore´lien standard, µ est une mesure
de probabilite´ sans atome sur X, et d est une application bore´lienne satisfaisant aux ax-
iomes traditionnels d’une distance, excepte´ que ses valeurs parcourent [0,∞]. De plus,
on suppose que, si R = Rd ⊂ X × X de´signe la relation d’e´quivalence bore´lienne des
couples (x, y) de points a` distance finie, la mesure µ est quasi-invariante relativement
a` R.
Exemple. Conside´rons un feuilletage lisse sur une varie´te´ compacte. La donne´e d’un
champ mesurable de me´triques sur chaque feuille de´termine un espace me´trique-mesure´,
ou` on pose
d(x, y) = dℓ(x, y)
si x, y sont sur une meˆme feuille ℓ et d(x, y) = ∞ sinon. Notons que la probabilite´
pour la classe de Lebesgue que deux points soient a` distance finie est nulle. Ici R est
la relation d’e´quivalence sous-jacente au groupo¨ıde d’holonomie (partition en feuilles).
Exemple. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e. Un graphage K de R de´finit
naturellement une me´trique dK sur les orbites (distance simpliciale).
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E´tant donne´s deux parties bore´liennes A,B ⊂ X on note
d(A,B) = inf
x∈A
µ inf
y∈B
d(x, y)
ou` le symbole « infµ » de´signe l’infimum essentiel relativement a` µ (et le symbole « inf »
l’infimum usuel).
De´finition ([22]). On dit que (X, d, µ) est concentre´ s’il existe une fonction c :
]0, 1]2 → R+, telle que pour tous bore´liens non ne´gligeables A,B ⊂ X, on a
d(A,B) 6 c(µ(A), µ(B)).
On ve´rifie facilement que cette de´finition est e´quivalente la suivante : pour tout
δ > 0 il existe une constante rδ telle que pour tous bore´liens A,B ⊂ X, on a
µ(A), µ(B) > δ =⇒ d(A,B) 6 rδ.
Notons que la fonction c(δ, δ′) = sup{d(A,B) | µ(A) = δ, µ(B) = δ′} est de´croissante
a` δ fixe´.
Remarque. La de´finition qualitative donne´e ci-dessus est insuffisante pour obtenir,
comme dans la situation classique, des re´sultats sur la concentration des fonctions
1-lipschitziennes (voir aussi [37, thm. 4]).
Observons que les espaces me´triques-mesure´s concentre´s sont en particulier er-
godiques, au sens ou` R est ergodique relativement a` µ ou, de fac¸on e´quivalente, au
sens suivant.
De´finition. Soit (X, d, µ) un espace me´trique-mesure´ au sens ci-dessus. On dit que
d est ergodique (relativement a` µ) si pour toutes parties bore´liennes A,B ⊂ X non
ne´gligeables, on a d(A,B) <∞.
The´ore`me 12. Soit (X,µ) un espace bore´lien standard et Φ une famille finie d’i-
somorphismes partiels (pre´servant la classe de µ et) induisant une me´trique ergodique
d = dΦ sur X. Alors X est concentre´ si et seulement s’il ne contient pas de bore´liens
asymptotiquement invariants non triviaux sous l’action du pseudo-groupe Γ = 〈Φ〉.
De´monstration. Soit (An) une suite asymptotiquement invariante telle que
δ 6 µ(An) 6 1− δ.
Supposons en raisonnant par l’absurde que l’espace X soit concentre´ et conside´rons
un entier r = rδ/2 telle que si µ(A), µ(B) > δ/2 alors d(A,B) 6 r. Soit F =
{m1, m2, . . . , mf} la famille finie des Φ-mots de longueur 6 r. Notons Bn = X\An
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et fixons un mot mi ∈ F , de domaine Di. Soit (Din) la suite de bore´liens de´finis par
Din = {x ∈ D
i ∩ An|mi(x) ∈ Bn}. Par de´finition de An on a
µ(mi(An ∩D
i)\An)→ 0,
i.e., µ(mi(Din))→ 0, et il existe un entier Ni suffisament grand pour que pour n > Ni,
Bmin = Bn\m
i(Din)
soit de mesure > δ − δ
2f
. Choisissons N = maxiNi et conside´rons le bore´lien CN =
∩iB
mi
N , de mesure > δ/2. On a
µ(m(AN ∩D) ∩ CN) = 0
pour tout mot m ∈ F de domaine D. En d’autres termes d(AN , CN) > r, contrairement
a` l’hypothe`se.
Re´ciproquement supposons que X ne soit pas concentre´ et construisons une suite
asymptotiquement invariante. Soit (An), (Bn) deux suites de bore´liens de taille > δ
tels que
d(An, Bn) > n+ 1.
Ainsi la « boule » de centre An et de rayon n est disjointe de Bn ; on supposera que Bn
co¨ıncide avec le comple´mentaire de cette boule. Construisons une suite de fonctions
πn ∈ L
∞(X,µ)
de la fac¸on suivante. Sur An (resp. Bn), on pose πn = 1 (resp. 0). Sur la sphe`re de
centre An et de rayon i = 1 . . . n, on pose πn = 1− 1/i. Soit m un Φ-mot de domaine
D et de longueur l. Il est clair que pour presque tout x ∈ D on a
|πn(m(x))− πn(x)| 6
l
n
.
Plus ge´ne´ralement pour tout automorphisme partiel ϕ ∈ [[R]] tel que
|ϕ| =
∫
D′
d(ϕ−1x, x)dµ(x) <∞
ou` D′ est l’image de ϕ, on a
||(πn ◦ ϕ
−1 − πn)|D′||1 =
∫
D′
|πn(ϕ
−1x)− πn(x)|dµ(x)
6
∫
D′
d(ϕ−1x, x)
n
dµ(x) =
|ϕ|
n
→n 0.
Notons Aαn = {πn > α}. On a pour tout x ∈ D
′,
|πn(ϕ
−1x)− πn(x)| =
n∑
i=0
1
n
χ
ϕ(A
1−i/n
n ∩D)∆ (A
1−i/n
n ∩D′)
(x),
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ou` D est le domaine de ϕ. Donc
||(πn ◦ ϕ
−1 − πn)|D′||1 =
∫ 1
0
µ(ϕ(Aαn ∩D)∆(A
α
n ∩D
′))dα.
Il en re´sulte, quitte a` extraire une sous-suite, que
µ(ϕ(Aαn ∩D)\A
α
n)→ 0
pour presque tout α.
Par de´finition |ϕ| = µ(D′) pour tout isomorphisme partiel ϕ ∈ Φ d’image D′.
Comme Φ est de cardinal fini, on obtient ainsi par extractions successives une sous-
suite (Am) de (An) telle que µ(ϕ(A
α
m ∩D)\A
α
m)→ 0 pour tout ϕ ∈ Φ et presque tout
α. Comme il suffit de ve´rifier l’invariance asymptotique sur un syste`me ge´ne´rateur de
R, presque toute suite (Aαm) est asymptotiquement invariante sous l’action de Γ = 〈Φ〉.
De plus, elles sont non triviales pour α > 0, et le the´ore`me en re´sulte. 
Remarque. Le the´ore`me pre´ce´dent est clairement faux lorsque la me´trique dΦ n’est
pas de type fini (on peut alors choisir pour Φ une partition de R en isomorphismes
partiels). Dans ce cas, il est facile d’adapter la de´monstration ci-dessus pour e´tablir
le re´sultat suivant. E´tant donne´e une famille de´nombrable Φ d’isomorphismes partiels
de X pre´servant la classe de la mesure µ, l’action sur X du pseudo-groupe engendre´
par Φ contient une suite asymptotiquement invariante non triviale si et seulement si
pour toute me´trique de type fini d > dΦ, l’espace me´trique-mesure´ (X,µ, d) n’est pas
concentre´.
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e de type fini. On dit que R est concentre´e
si pour tout graphage fini Φ de R l’espace me´trique-mesure´ (X, dΦ, µ) est concentre´.
Notons que si R n’est pas concentre´, alors aucun des espaces (X, dΦ, µ) associe´ a` un
graphage fini Φ ne l’est ; la proprie´te´ de concentration est ainsi inde´pendante de la
me´trique (de type fini) choisie sur l’espace ambiant. On dit qu’un espace singulier
ergodique de type fini est concentre´ si toute de´singularisation discre`te l’est.
The´ore`me 13. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Alors Q est forte-
ment ergodique si et seulement s’il est concentre´.
Rappelons que d’apre`s le re´sultat de Schmidt-Connes-Weiss (cf. [41, 12]), un groupe
de´nombrable posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan si et seulement si toutes ses actions
ergodiques de type II1 sont fortement ergodiques.
Corollaire 14. Soit Γ un groupe de type fini. Alors Γ posse`de la proprie´te´ T de
Kazhdan si et seulement si toutes ses actions ergodiques de type II1 sont concentre´es.
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Nous renvoyons le lecteur a` [22] pour un e´ventail d’ide´es sur la concentration. On
dit classiquement qu’un espace concentre´ est, en ge´ne´ral, un espace « de grande dimen-
sion ». On retrouve dans le contexte quasi-pe´riodique ce type phe´nome`ne. Par exemple,
les shifts de Bernouilli (non moyennables), i.e. {0, 1}Γ ou` Γ agit par translation, sont
concentre´s (cf. [32, 28, 26]).
7. Ine´galite´s isope´rime´triques
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e de type fini sur un espace de probabilite´
(X,µ). Soit K un graphage u.l.f. de R.
De´finition. On dit que K posse`de des suites de Følner e´vanescentes (vanish-
ing Følner sequences) relativement a` µ s’il existe une suite (An) de bore´liens non
ne´gligeables de X et une suite (εn) de nombres re´els convergeant vers 0 telles que
µ(An)→ 0 et µ(∂KAn) 6 εnµ(An).
Remarque. L’existence de telles suites de Følner est une proprie´te´ deK et non de R ;
le re´sultat principal de ce paragraphe caracte´rise les relations d’e´quivalence dont tout
graphage contient des suites de Følner e´vanescentes, dans l’esprit de [10, page 443]
(cf. e´galement [30]). Notons que dans la de´finition pre´ce´dente les composantes con-
nexes de An (relativement a` la structure simpliciale) n’ont pas de raison d’eˆtre finies
(c’est la` une diffe´rence essentielle avec les suites de Følner de [10]). La notion de suites
de Følner e´vanescentes est une reformulation ge´ome´trique de la notion dynamique de
I-suites conside´re´e dans [29, 42, 40], lorsque µ est une mesure de probabilite´ invariante.
Exemple. Soit R une relation d’e´quivalence de type II1. Soit A ⊂ X un bore´lien de
mesure 1/4. Conside´rons un graphage borne´ KA de R|A, une partition infinie A
1
1, A
1
2, . . .
de A et une partition
{Aji}i>1, 26j6ni
de X\A de sorte que µ(Ai) = µ(A
j
i ) et que ni →i ∞. En choisissant des isomorphismes
partiels Aji → A
j+1
i , il est facile de comple´ter KA en un graphage borne´ K de R. Ce
graphage contient des suites de Følner e´vanescentes. X peut cependant eˆtre fortement
ergodique, si par exemple R posse`de la proprie´te´ T de Kazhdan.
Exemple. Schmidt [42] a construit un arbre quasi-pe´riodique de type II1 et de valence
6, a` la fois concentre´ et contenant des suites de Følner au sens ci-dessus. Nous avons vu
dans l’exemple pre´ce´dent que tout espace singulier posse`de un graphe quasi-pe´riodique
contenant des suites de Følner. Hjorth et Kechris [26] ont montre´ que pour tout espace
singulier obtenu par action me´langeante de type II1 du groupe libre a` deux ge´ne´rateurs,
on peut construire un arbre quasi-pe´riodique de valence 4 contenant des suites de
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Følner. Rappelons que le groupe libre a` deux ge´ne´rateurs permet de de´finir une infinite´
non de´nombrable de notions de quasi-pe´riodicite´ distinctes, en vertu d’un the´ore`me
re´cent de Gaboriau-Popa [19].
The´ore`me 15. Soit R une relation d’e´quivalence ergodique de type fini pre´servant
une mesure de probabilite´ µ. Alors R posse`de un quotient moyennable si et seulement
si chacun de ses graphages u.l.f. contient des suites de Følner e´vanescentes.
De´monstration. D’apre`s le the´ore`me de Jones-Schmidt, nous devons montrer qu’une
relation d’e´quivalence II1 de type fini est fortement ergodique si et seulement si l’un de
ses graphages u.l.f. ne contient pas de suites de Følner e´vanescentes.
Soit R une relation d’e´quivalence II1 de type fini. Supposons que tout graphage u.l.f.
de R contient des suites de Følner e´vanescentes et construisons une suite asymptotique-
ment invariante non triviale. Soit K un graphage u.l.f. de R et ε > 0. On conside`re
l’ensemble E des bore´liens A de X tels que
µ(∂KA) 6 εµ(A)
et
µ(A) 6 c,
ou` c ∈]0, 1[ est fixe´. E´tant donne´s A et B dans E on pose
A 6 B si A ⊂ B et µ(∂KA
′\A) 6 εµ(A′),
ou` A′ = B\A et l’inclusion A ⊂ B a lieu a` une partie ne´gligeable pre`s. Ceci de´finit un
ordre partiel sur E . Soit E ′ un sous-ensemble totalement ordonne´ et An ∈ E ′ une suite
telle que supn µ(An) = supA∈E ′ µ(A). Posons A∞ = ∪nAn et A
′
i = Ai\Ai−1. Alors
µ(∂KA∞) = lim
n
µ(∂KAn\A∞) 6 ε lim
n
µ(An) = εµ(A∞),
et, si A ∈ E ′, on a
µ(∂KA
′
∞\A) = lim
n
µ(∂KA
′
n\A∞) 6 ε limµ(A
′
n) = εµ(A
′
∞)
ou` A′∞ = A∞\A et A
′
n = An\A. Ainsi E est inductif. Soit A ∈ E un e´le´ment maximal
(lemme de Zorn). Supposons par l’absurde que δ = c − µ(A) > 0 et notons K ′ =
X\A×X\A ∩K.
Comple´tons K ′ en un graphage u.l.f. K ′′ de R|X\A, et choisir une famille finie d’i-
somorphismes partiels ϕi : A→ X\A de R dont les domaines partitionnent A. Alors
K = K ′′ ∪i (graphϕi ∪ graphϕ
−1
i )
est un graphage u.l.f. de R.
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Soit An ⊂ X une suite de Følner e´vanescentes pour K. Posons A′n = An ∩ X\A.
Par de´finition de K on a µ(A′n) > 0 pour tout n suffisament grand. Soient
B1n = {x ∈ An ∩A| ϕi(x) /∈ A
′
n ∪ ∂K ′′A
′
n},
B2n = {x ∈ An ∩A| ϕi(x) ∈ ∂K ′′A
′
n},
B3n = {x ∈ An ∩A| ϕi(x) ∈ A
′
n}.
On a
µ(∂KAn) > µ(∂KB
1
n) + µ(∂K ′′A
′
n).
Par ailleurs K e´tant u.l.b. (rappelons que µ est invariante), il existe une constante
C = C(K) telle que
µ(B1n) 6 Cµ(∂KB
1
n), µ(B
2
n) 6 Cµ(∂K ′′A
′
n), et µ(B
3
n) 6 Cµ(A
′
n).
Par suite pour tout ε′ il existe n tel que
µ(∂KB
1
n) + µ(∂K ′′A
′
n) 6 ε
′(µ(B1n) + µ(B
2
n) + µ(B
3
n) + µ(A
′
n)),
donc
(1− ε′C)µ(∂K ′′A
′
n) 6 (ε
′C − 1)µ(∂KB
1
n) + ε
′(1 + C)µ(A′n),
et si ε′ ve´rifie
ε′C < 1 et
ε′(1 + C)
1− ε′C
6 ε,
on obtient un entier n tel que que 0 < µ(A′n) < δ et
µ(∂K ′′A
′
n) 6 εµ(A
′
n).
Alors
µ(∂KA
′
n\A) = µ(∂K ′A
′
n) 6 εµ(A
′
n)
donc A < A ∐ A′n. Enfin,
µ(∂K(A∐ A
′
n)) = µ(∂KA\A
′
n) + µ(∂KA
′
n\A) 6 εµ(A) + εµ(A
′
n) = εµ(A∐ A
′
n),
donc A ∐ A′n ∈ E , d’ou` une contradiction. Ainsi on peut trouver une famille An ⊂ X
de bore´lien tels que µ(An) = c et µ(∂KAn) 6 1/n ; il en re´sulte, en partionnant K en
un nombre fini d’isomorphismes partiels, que R contient des suites asymptotiquement
invariantes (de mesure c).
Re´ciproquement supposons que R ne soit pas fortement ergodique et montrons que
tout graphage u.l.f. K contient des suites de Følner e´vanescentes. (Nous nous inspirons
ici d’un argument classique, cf. [29, 42, 40, 26].) Soit K un graphage u.l.f. de R. Pour
tout nombre re´el 0 < δ < 1 il existe un suite asymptotiquement invariante Aδk telle que
µ(Aδk) = δ (cf. [28]). Soit n fixe´ et δ = 1/n. K e´tant u.l.f., on peut le partionner en
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une famille finie F d’isomorphismes partiels. Soit k = k(n) un entier suffisament grand
pour que ∑
ϕ∈F
µ(ϕ(Aδk ∩Dϕ)\A
δ
k) 6
1
n2
,
ou` Dϕ est le domaine de ϕ. On pose A
′
n = A
δ
k(n). Alors
µ(A′n)→ 0 et µ(∂KA
′
n) 6
1
n
µ(A′n).

Remarque. Il existe des relations relativement simples entre concentration et ine´ga-
lite´s isope´rime´triques dans le cadre standard [31]. Le re´sultat pre´ce´dent est de nature
diffe´rente, notamment en ce qu’il concerne seulement des ine´galite´s isope´rime´triques
e´vanescentes.
E´nonc¸ons de`s maintenant le corollaire suivant (cf. [37]).
Corollaire 16. Soit Q un espace singulier ergodique ayant la proprie´te´ T de Kazh-
dan. Il existe un graphe Q-pe´riodique u.l.f. ne contenant pas de suites de Følner e´va-
nescentes.
De´monstration. Ayant la proprie´te´ T, un tel espace est de type II, et admet, de plus,
une de´singularisation discre`te II1 de type fini. Il existe alors un graphage u.l.f. de
cette de´singularisation ne contenant pas de suites de Følner e´vanescentes, en vertu du
the´ore`me ci-dessus. 
The´ore`me 17. Soit Q un espace singulier ergodique de type fini. Alors Q posse`de
un quotient moyennable si et seulement si tout graphe Q-pe´riodique u.l.f. contient des
suites de Følner e´vanescentes (relativement a` une mesure de probabilite´ dont la classe
est de´termine´e par Q).
De´monstration. Le fait que tout graphage u.l.f. contient des suites de Følner lorsque Q
posse`de un quotient moyennable re´sulte sans changement de la de´monstration ci-dessus.
Ainsi, il reste seulement a` montrer que, lorsque Q est de type III et tel que tout graphe
Q-pe´riodique syme´trique u.l.f. contienne des suites de Følner e´vanescentes, il existe une
de´singularisation discre`te de Q admettant des suites asymptotiquement invariantes non
triviales. Conside´rons un graphage u.l.f.K d’une de´singularisation discre`te R de Q. Soit
ε > 0. Reprenons la de´monstration du the´ore`me pre´ce´dent. Notons E l’ensemble des
bore´liens A de X tels que
µ(∂KA) 6 εµ(A)
et
µ(A) 6 c
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ou` c ∈]0, 1[. Avec la meˆme relation d’ordre E est inductif. Soit A ∈ E un e´le´ment
maximal. Supposons que δ = c − µ(A) > 0 et notons K ′ = X\A × X\A ∩ K. On
peut comple´ter K ′ en un graphage u.l.f. K de R|X\A. Soit A
′
n ⊂ X une suite de Følner
e´vanescentes pour K (relativement a` la mesure µ/µ(X\A)). Soit un entier n tel que
que 0 < µ(A′n) < δ et
µ(∂K ′A
′
n) 6 µ(∂KA
′
n) 6 εµ(A
′
n).
Alors
µ(∂KA
′
n\A) = µ(∂K ′A
′
n) 6 εµ(A
′
n)
donc A < A∐A′n ∈ E , d’ou` une contradiction. Ainsi on peut trouver une famille An ⊂ X
de bore´lien tels que µ(An) = c et µ(∂KAn) 6 1/n ; il en re´sulte, en partitionnant K en
un nombre fini d’isomorphismes partiels, que R contient des suites asymptotiquement
invariantes. 
Variation. Une de´monstration similaire e´tablit, dans l’esprit de [10], qu’une relation
d’e´quivalence ergodique R posse`de un quotient moyennable si et seulement si chacun
de ses sous-graphes syme´triques u.l.b. (i.e. dont les de´rive´es de Radon-Nikodym sont
borne´es mais qui n’engendrent pas ne´ce´ssairement R) posse`de des suites de Følner
e´vanescentes.
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